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ПОДКРЕПЛЯЮЩИМ УПРУГИМ ЭЛЕМЕНТОМ

I. Рассмотрим неоднородную ортотропную полубесконсчную пластину, 
прямолинейный край которой по неси длине несимметрично подкреплен 
упругим элементом постоянного сечения. 11одкрспляющ.ий элемент спаян с 
пластиной до деформации таким образом, что ось упругого элемента па­
раллельно смещена с г срединной плоскости пластины на некоторую вели­
чину £о (эксцентриситет подкрепления). Сопряжение пластины с подкреп­
ляющим элементом осуществляется на фактической плоскости спая.

К упругому подкрепляющему элементу приложены внешние изгибаю­
щие моменты А7(х). перерезывающие силы Р(.х) и усилия Л'(х) и Т(х) 
(V, Г— нормальная и касательная составляющие заданных усилий). Со 
стороны подкрепляющего элемента на пластину будут передаваться кон­
тактные изгибающие моменты М"'(х). перерезывающие силы Р"\х) и 
и усилия Т՝'՝ (:■ }. Следовательно, на контуре спая пластины
с упругим элементом имеем условия сопряжения

. , . . у . > а\ </«>.>
=--«=: (<Му-о = *У (и’։)ц и ֊ ^:

с/у (1.1)
V (=Л-о =Л'(,’(х); = Г"Ы; (М,)я. = М՝‘>(х}

г-"'։.»)
Ох 'у. и

где и., их. ■«’։ и н2, г\., м»3 — компоненты вектора смещения пластины и 
подкрепляющего элемента.

Независимо от вида нагружения при наличии эксцентриситета под­
крепления пластина испытывает нзгибное и обобщенное плоское напряжен­

ное состояния (фиг. 1). При *„=0 задача расчленяется на плоскую и изгиб.

Фиг. I.
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Модули упругости и модуль сдвига неоднородно»։ ортотропной п части­
цы меняются по закону

Е։(у) = Е}“' е՜*’, Е..[у) Е?’'1", <7(У>-е 1’ (1.2)

где к — величина, характеризующая степень неоднородности материала.
Предполагается, что модуль сдвига связан с модулями упругости сле­

дующим образом:

Соотношение (1.3) дает возможность рассматривать численные при- 
r-Hh г»(о) <г»(В)меры в относительных величинах ci . в противном случае для О 

можно задавать конкретные числовые данные, не учитывая выражения 
( 1 3). Коэффициенты Пуассона V, и V, предполагаются постоянными.

2. Подкрепляющий упругий элемент рассчитывался по теории криво­
линейных стержней. 11ри малых деформациях, принимая гипотезу нормаль­
ного сечения, вдоль контура спая пластины со стержнем (у - 0) имеют 
место следующие кинематические соотношения:

dit., db. , dr) <jv„
/ e° ~ *։"T՜ ~ ’ ~7 ~ ~ ’•dx dx dx dx

. г, C2.11du՛., f d>x dw* r---- ' = 4֊ s։ —-• ■ = — rJ.
dx dx dy

где e0 деформация оси стержня: r<։. %, r>. углы поворота попереч­
ного сечения стержня вокруг координатных осей .г, у, т.

Из уравнений равновесия элемента стержня найдем

֊-^ 2ЛЛГ"1—2Л*Л', =2АГ|Ч-2Л*Г
dx dx

~ - р"'-р. £h- = р- р"՛’ -гл:.dT<- ал»:,
dx dx- u dx 1 dx

— = м“’ ֊ м ■ 2л:л'" + ■ --P - 2A*:,w (2.2)
dx

44'-=-2ЛЛ ՛" 2/։*/V 2A»î..Ç- 2A=. ֊ 
de ' dx dx

где ! .. И,, !и Z-д, Lÿ, L. — составляющие по осям xyz главного 

вектора V и главного момента L внутренних усилий, действующих в 
произвольном сечении стержня; з. и £ расстояния волокон стержня 
от его нейтрального слоя (оси) соответственно внутреннего и внеш­
него края; Ь высота стержня; 2//* толщина края стержня,
который не соприкасается с пластиной; '2h толщина пластины; 
-1 эксцентриситет приложения внешнего нормального усилия.
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При малых деформациях закон Гука для стержня сводится к соотно­
шениям

К с/9- Д. с/Ь։/ Ьу с/Ь, /_х _
с/х с/х А с/х С

где АГ1 = = Ек1:> А .г.*/у, С жесткости стержня соответ­
ственно на растяжение, изгиб и кручение; Гв--площадь нормального 
сечения стержня; £* модуль упругости материала стержня; /:. /„ 
моменты инерции стержня.

В работе используется интегральное преобразование Фурье по пере­
менной х

Н'. //) —( П*. уР‘"՝ с/х
I ^'՝ V •— •*

Л(х, у) —= 1 /•(/., у)е
к 2-Л

(2.4)

Из равенств (2.1). (2.2), (2.3). используя интегральное преобразова­
ние Фурье (2.4) находим

л. = 2л*д(X + ) т ш՛! (3- ’ 4 ) г" - \и2 А / \О։ А/

_ дг(О уу 4- —- Р ՝! — -^-Р
д.. д., А А

Нй. = —- /V ֊ — /?(0 - А - А Т

~ ’ - — ) р{■_
РА РС \л5С ХМ РС

4- \ -р-~±-Х р т — М
'/.м РС 1 РС РА РС

7?"’Ч ^֊М«՛՛» :;,р -,1 д?
с/у /‘С 1-0 л՜ С /՝С /•< < (

где

-1 _к.ьЛ, 2_ = Л_!15.
3. Обобщенное плоское напряженное состояние неоднородной орто­

тропной полубесконечной пластины, упругие характеристики которой ме­
няются по закону (1.2), рассматривалось в работе [2], поэтому на нем оста­
навливаться не будем. 13 трансформантах Фурье формулы, связывающие
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компоненты точек границы неоднородной ортотропной пластины (у — 0) 
с приложенными к границе полубесконечной пластины усилиями (1.1). 
имеют вид

<л։Ч-<. = -Лг (5.^'4
_ (31>

где

1с5Э^(’։4֊7^ ?Л«2 ' —-(’|-^) + ֊֊
2 4

'4 ֊֊ч ֊ (’։ ’2) (5* 4-7։з,-Г а;,) -/?|у։ - А'։, (1 г 2<) 1(
4 2

/ л- ______________
Ъ,2 = *4՜ +• к*к ± Ч7 '5(^—*о) -

<0= ֊.г.’ к՝ -֊• 1^(112^+ (!-2'։)| 
г.2 2

4 Рассмотрим изгиб неоднородной ортотропной пластины, упругие 
ларактеоИ; гики которой—экспоненциальные функции координаты у. Урав­
нения равновесия элемента ортотропной пластины при изгибе имеют 
вид [ 1| ■

'■ 9=0, Л’, ՛-֊•
ох <)у дх оу оу Ох

,, л-1 । л7’«’1 , О-ги. ■ г. , С^«Ъ О'Ш. ՝ ...м - ։4Л)

н., - - р։ - --М£Л):|
дхду 12(1-7^.,)

£1 ,.§(2ЛГ___ /; с (2/0*
х 12(1— V,)’ 1 12

где А \ — перерезывающие силы, действующие на пластину; Мх, Му — 
изгибающие моменты; //ху — скручивающий момент; у —нагрузка ил еди­
ницу площади пластины; О,, I)., Ох ֊ величины, характеризующие жест­
кости ортотропной пластины и зависящие от координаты у; гг, — прогиб 
пластины.

Принимая, что т։ и V- постоянные и у = 0, и учитывая при этом вы­
ражения (1.2) и (2.4). из равенств (4.1) получим однородное днфферен- 
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ниальпое уравнение для определения трансформанты функции изгиба и՛, 
неоднородной ортотропной пластины

Ь,2_ ШО - 1 *՝п։
^д4 ' ду* I О — 2՝*г) 1 '°՜ 5 I </.՛;■

+ 2«| + ,, + - о (4.2)
( Кц 1 4 »2 / < и !/

Решение уравнения (4.2) будем искать в виде

\ п (з՞ I- т Ь
«.,= У,Вяе (у ^6) (4.3)

IVя!

Подставляя выражение (4.3) в уравнение (4.2). получим

3» - 21 . । -^-Ч- V ՛<■■.■ ՛ = о (4.4)
4 / 10/

■где

- 2к՛» ■1 V֊)
• Ло(1 т 2у2)4 1

Отсюда находим р,.

՛ М ____________________
Ъ = |/ I '‘‘(А'22-^)Ч֊^ (4Л)

Для решения уравнения (4.2) в виде (4.3) с учетом (4.4) необходимо 
удержать члены, исчезающие на бесконечности. Значит, соотношение для 
*£’, запишется

(*+4)*
ад։ (л, у) = (X) е г В, ( X) е (4.6)

где

&.2 = 1 I ± I ' * Щ Ло) 4- А։՝/։Х-

В։(?.), В..(Х) — неизвестные функции параметра К. подлежащие определе­
нию из граничных условии (1.1).

На контуре спая пластины с подкрепляющим элементом (у ~ 0) на 
основании уравнений (1.1) и (4.1) будут иметь место равенства

<75ш։ (7?н»։
' ^у-

՝К- (2.4-., — V,) -^֊ Ь/ ш!
<7

3(1
2/13Е^

(4.7)
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<Ф’’
V ‘-а՝

У-0

3(1- >։^з) . ..
2Л’£/0)

Подставляя выражение (4.6) в равенства (4.7). найдем В։(л) н Д:(л). 
Т ог да

3(1 у,-л.)
2Л3£?Ч

/^Ц>1 \

\ ду /9^

Здесь введены обозначения

шо— /1/24 ( 4՝ ~' V՜ ) ($՛ Н-Л1 "Ь

(4.8)

3
֊ *4 ?&-+
4

+ к | у. - (А,-2»,) + ֊ | (?, 4- м ֊ 

р.х ?■>4-^-(^-2у։)-гу1<«(2^֊у1)-и — 
2 16

<•>։ 4 к, <• 3 = З։33 ■- - (?ч т /? -г 7։'՝= ~ ~

,„։ ~ й+р, ?г 4- $ + -֊ (₽, + ?,) -(2^г - ч) - у

՛■ ( -- Н1^2 ( ~ + Р։ + (?1 /։ В "Г “ (։Л 4՜ ։%) - к\К*

5. Исходя из условий равенства перемещений на контуре спая (1.1)֊ 
на основании соотношений (2.5) ,(3.1). (4.8) получим

апМ‘> 4-о,/Г(')+ аиР"’= с,Лгс,.Г+ с13?

оя7У<0+ а։27(<| = с.։7?+ с^Г (5.1>

а։ЛМ+а«7<(>+««₽"’+е.г7 с:3Р с„Л7

О,Л'"+ «и/5!'։+ о«М1'’-- сЛ + <•■«₽+ с,,М

где

□,. = 2А=.;-^֊- в”=-зг

ц, ֊ 2Л 4- 2£։. а.К = И- (2Ь֊, + ^։). 0з1 = 2ЛзЛ
՝ £-1 /
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.. 2НС 3/4(1-V-) С с
«32 = р'” А '1 А

п — 3>Лцг П ֊ У1) с
°1՝՜-՝ ' а" 2А'С

«и = :1
3/4(1 1 3'40 ~ Уг)С

2֊'.։Л։Й1' ““ 2.%л։й0՛

сп 2/»*«!, С„ 2Л’<''«= ( X + Ць). С։։ = _ :Л&, С։, . 2/, 
1 О3 А Л

сав — —2/4’//։., са։ - си Х-:։, сз։ 2А*/ч։
А

с
Саа — 2к -» 

Л
с։։ — 2Л‘,։; с43 ։։, сн — 1

Система уравнений (5.1) служит для определения трансформант кон­
тактных усилий /V ' , 7 "', Р " и моментов М при несимметричном под­
креплении упругим элементом неоднородной ортотропной пластины, упру­
гие характеристики которой — зскпоненпнальные функции координаты у. 
Сами же контактные усилия и моменты восстанавливаются при помощи 
формулы обращения (2 4). В случае симметричного подкрепления (£. =0) 
система уравнений (5.1) распадается на две независимые.

6. Рассмотрим случаи нагружения подкрепляющего элемента внешним 
нормальным усилием Л;(х) (Т = 0. Р = 0. 57=0) при £г=0. Тогда

с12 — с։з " с22 — - са ~~ ~ с<։ ~ с-м ~ си ~ ® (6.1)

Решение системы уравнений (5.1) в этом случае, учитывая соотноше­
ния (2.4), представим в виде

/Vю (х) = \ Л(/)сО5/.(/-х)Л
о ” — •

Ги,(х) = ЛЧ/Ып/.и х)Л
- ? А0(л) /

(6.2>

.՝ *о(М 
и

.¥(/) сов • (/ х)

£а. I у(-х)^
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где

^о(') (апя>2 °л®4з) 11 .нл՛*? (^л^п а41а։Р “

и2!о.кйн]| #։ (>•) (Мя — <_’Н«;13«.|4 <Ъ»Ои)-Г <Чз<4«11

.՝••_•(/•) (и։. ■- (пзло., - 'ДддрЦд) а)3(аЛ|ап и-иа^.1

/^3 ՛ ՛ ) (о22=1 а։?) |'а;|ла։։ аэ։ап) «а?а։1 ап)

КД>) а.^а^а^ а„в4։) а?,. а::а„ а^ап)

- Ч !аи(аиа;.. — ат,аи\ а;2ама41|

• / 1 \ §■& . . 2НС

Для примера рассмотрим неоднородную ортотропную пластину и под­
крепляющий упругий элемент прямоугольного сечения Ь Х.2Н со следую­
щими упругими, жесткостными и геометрическими характеристиками

2> _А^_£Г ,. 0.2-п А
2Л ‘ ' йо> йо> ՝° 1 .4 - — Е* Ы*-՝

3

;х։=2А*5£\ .^= с>=2Л, =•-... А, * 0.3

Упругий элемент нагружен внешней сосредоточенно!՜։ силой Ло.
На фиг. 2, 3 приведены зависимости контактных напряжений > и 

■ 'у на краях пластины, когда г — Ц и г = /։. при х = 0 от эксцентри­
ситета подкрепления 2.,,. Кривые 1. 2. 3. 4 соответствуют значениям пара­
метра к = 0: 0.5; 1.0: 2.0.

Фиг. 2. Фнг. 3.
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Зависимость контактных моментов Л/" от эксцентриситета подкреп­
ления при х = 0 и тех же значениях k представлена на фиг. 4.
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ԱՆ2ԱՄԱՍԵ11- ՕՐ1>ՈՏՐ11Պ ԹԻԹԵՂԻ ԵՎ ՆՐԱՆ ՈՑ ՍԻՄԵՏՐԻԿ ԱՄՐԱՑՎԱԾ 
ԱՈԱԱԴԱԿԱՆ ԷԼԵՄԵՆՏԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՓՈ1սԱք»ԴԵ9ՈԻԹՅՈԻՆ(1

Ա մ փ и փ ո t մ

Ֆուրյե/է ինտ եզրալ ձևափոխության մեթոդով լուծվել Լ ոչ սիմետրիկ 
ամրացված եզրով ան Համ ասեէէ օրի u տ ր ո ււլ կիսաանվերջ թիթեղի լարված վի- 
.'.ակի վերաբերյալ խնդիրը։ թիթեղի աոաձդական բնութագրերը ներկայաց 
վո։մ են ըստ կոորդինատ ի էրսպոնենցիալ ֆունկցիաներով։

ON CONTACT INTERACTION OF A NON-HOMOGENEOUS 
ORTHOTROP PLATE WITH AN ASYMMETRICALLY 

STRENGTHENED ELASTIC ELEMENT

T. L. MARTYNOVICH, V. E. YURYNETS

Summary

The problem of the tense state of a non-homogeneous orthotrop 
semiinfinite plate, whose characteristics are the exponential function of 
the coordinate with an asymmetrically strengthened edge, is solved by 
the method of the Fourier integral transformations.
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