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ПРОЕКТИРОВАНИЕ ОДНОСЛОЙНОЙ ПЛАСТИЧЕСКОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ НАИМЕНЬШЕГО ОБЪЕМА

Задачи проектирования трехслойных конструкций наименьшего объе­
ма в рамках теории идеально-пластического материала при кусочно-линей­
ных поверхностях текучести рассматривались во многих работах (напри­
мер- |Г — |>] и др.). Проектированию однослойных конструкций наимень­
шего объема посвящено сравнительно мало исследований ([6] — [8] и др.). 
Наиболее полное представление о современном состоянии оптимального 
проектирования тонкостенных конструкций можно составить с помощью 
работ [9]— [ 11].

В настоящей статье в рамках теории идеальной пластичности рас­
сматриваются задачи проектирования однослойных круговых цилиндриче­
ских оболочек наименьшего объема при гладкой и кусочно-линейных по­
верхностях текучести. Следуя | 12], полученные краевые задачи сводятся 

задачам Кошн относительно обобщенных функций. Приводятся резуль­
таты численного решения, которые в силу независимости от физнко-меха- 
внчсскнх характеристик материала и габаритных размеров оболочки носят 
общий характер

1. Рассмотрим шарнирно опертую по торнам круговую цилиндриче­
скую оболочку длиной 2/ и радиусом /?. несущую внешнее давление интен­
сивности р. Ось л направим по образующей срединной поверхности, ось 
՝|—по окружности, а <— по радиусу внутрь цилиндра. В предположении 
об отсутствии осевой силы 7\, для скоростей осевой и кольцевой деформа­
ций оболочки е, и е имеем следующие выражения через скорость проги­
ба ш [12]:

е. (1Д)
2А </х2 А’

5 равнение равновесия дифференциального элемента оболочки имеет 
вид

| “ + ֊’- + р 0 (1.2)
с/х՜ А

где Т. кольцевое усилие. Мх—изгибающий момент в поперечных се­
чениях оболочки.

Известно |3], что если при заданных нагрузках оболочка находится 
в предельном состоянии и существует такое поле виртуальных скоростей 
деформаций, при котором скорость диссипации удельной энергии прими-
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мает постоянное значение ио всей оболочке, то такая оболочка имеет наи­
меньший объем.

Условие постоянства скорости диссипации удельной энергии R рас­
сматриваемом случае можно представить в виде

—----- ---------------------------------а = СОП51 0 (1.3)
Л Л

где — скорость диссипации энергии единичной площади срединной по­
верхности, /| — искомая толщина оболочки, а — положительная постоян­
ная. В состоянии предельного равновесия усилия и моменты оболочки долж­
ны удовлетворять уравнению поверхности текучести.

Известно I 12]. что поверхность текучести оболочки /• = 0, соответ­
ствующая условию постоянства интенсивности касательных напряжений, 
является гладкой поверхностью, параметрические уравнения которой в рас­
сматриваемом случае

Я = — м.
2

Л<0, ЛЛ > 0. (1.4)

имеют вид

(1.5)

*н> и з,ч — значения интенсивност;՛, скоростей деформаций сдвига, со­
ответственно в срединной поверхности оболочки и ла ее внешней и вну­
тренней поверхностях, Г» и ЛД -^։Л';4 полная пластическая 
мембранная сила и полный пластический изгиба ощкй момент сечения 
оболочки, т, предел упругости материала. Уравнениям (1.5) на 
фиг. 1 соответствует та часть кривой С, которая находится в чет­
вертом квадранте координатной плоскости /п, (дуга 6/4/՜).

Конечные соотношения между усилием и моментами (1.5) получены 
из уравнений теории малых упруго-пластических деформаций, н предполо­
жении об отсутствии упрочнения материала. Поэтому соотношения (1.5) 
обеспечивают автоматическое выполнение ассоциированного закона те­
чения.

Кроме гладкой поверхности (1.5) в настоящей работе будут рассмот­
рены две ее кусочно-линейные аппроксимации, соответствующие условиям 
постоянства: 1) максимального касательного напряжения (шестиугольник
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АВСО!:ГЛ. фиг. I) и 2) .максимального приведенного напряжения (прямо­
угольник А'И'[)'Е'А'). Эти поверхности обычно используют с целью по­
лучения верхней и нижней оценок для объема оболочки [4], [13].

Нетрудно убедиться в том, что условие наименьшего объема ( 1.3) 
можно удовлетворить только в угловых точках поверхностей текучести 
.4 (случай 1) и .4' (случай 2). В силу этого

Л -аТ. -а’.Ь, М. ЬМ.= Ь-^֊ (1.7)
4

где для коэффициентов а и Ь следует брать

в случае- 1)
1

а - 2 ՛ Ь = 1 (точка .4) (1.8)

н случае 2' о=»1, Ь -
4
3

(точка .4 ) (1.9)

2. Рассмотрим случаи кусочно-линейных поверхностей текучести. 
Определив толщину оболочки из (1.3) и подставив ее в уравнение равнове­
сие ( 1.2), с учетом обозначений 

-
------ п՛то

X
---- ГЛ'
I

(2.1)

где с — неизвестная безразмерная постоянная, приходим к линейной систе­
ме дифференциальных уравнений относительно четырех функций &՛. и, 
V, I 
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</а» <1и (1г
— и, —- - у. —— — I

с/х (/х </х

<11 у’ - аг*՛ а‘и2е , З/2
—=_ — _ р — 4- —------------г —
<1 х {агх> — 1 )՛*՛ 2 (ага — 1) (аги — 1)՜ и

«. V. I) (2-2)
ага 1

Здесь

г—г-угР 
8:։с* /■

В качестве граничных условий Используем условия симметрии за дат։ отно­
сите льне середины пролета X - 0 и условия шарнирного опирания оболоч­
ки на одном из ее торцов х ~ 4: /.

Условия симметрии с учетом (2.1) и (2.2) запишем в виде

и! =0 -:(Л

/1 -0 (—--I — —— / (аы ֊- 1)] 1 0 ) (2.4)

• 0 ՝ л=0 АЛ У у

Условия же шарнирного опирания (» Л/х 0) на торце оболочки 

х ֊ / (х х ) будут

™|_ _ = 0 (и'|,_(( = 0) 

Л - Л/

(Чл; _ _о) (2.5)
' .г -..г, /

С целью формального приведения рассматриваемой краевой задачи к 
задаче Киши, условия срединного сечения оболочки (2.4) дополним, зада­
ваясь ։екоторыми значениями безразмерных скоростей прогиба и изме­
нения кривизны оболочки в этом сечении После этого условия в сечении 

х 0 примут вид

и — 0, / — 0, ш «’о. и= "уо (х — 01 (2.6)

Если путем чнеленнрго интегрирования системы (2.2) при начальных 
условиях (2.6) условия шарнирного опирания оболочки (2.5) при некото­

ром х х, удовлетворяются одновременно, то. очевидно, выбранные зна­
чения и У, истинны и задача решена. В противном случае необходимо 
варьировать значения ^։. и С, до одновременного удовлетворения усло­
вии (2.5). Причем достаточно варьировать лишь значение безразмерной
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Скорости изменения кривизны с՛,/. а значение безразмерной скорости про­

гиба Х'< можно оставить неизменным. Дело в том, что безразмерная ско- 
1<н и прогиба срединного сечения и՛ не зависит от неизвестной постоян­
ной г и поставленная задача имеет смысл при любом ее значении

1 (2.7)
и

„Следует, однако .заметить, что задание конкретного значения к.՛,, для дан­
ного материала накладывает ограничение на нагрузку и г абаритные раз­
мерь! оболочки.

Имея б виду вышесказанное, численное интегрирование системы (2.2) 
можно реализовать ио следующей схеме

Задаются некоторые значения безразмерных величин р и которые 
и Дальнейшем остаются неизменными. Для данного значения <1 0 про­
водится численное интегрирование системы (2.2) до тех пор. пока не удов­
летворится одно из граничны:-, условий (2.5). Допустим, при \ л' 
удовлетворяется первое условие, а второе — нет, то есть

При

7 7՜, и՝ 0. . —= М* ¥֊о (2.8)

Это соответствует случаю шарнирно опертой оболочки, в опорных сечениях 
л которой приложены равномерно распределенные по окружности изгибаю­

щие м&менты

(2.9) 
Ь R*

Повторяя численное интегрирование системы, для различных €><Л добива­
ются одновременного выполнения двух граничных условий (2.5). После это­
го решение задачи фактически завершается, так как. имея действительные 

значения №... :՛ ’. а следовательно, и с, д՛ можно вычислить все необходи­
ма։ величины, в частности, толщину /? и объем оболочки I

Л . X, ??’ . Г - (2.10)
ЬЯх1 V Ьх1 .) г»

К у

Следует заметить, что система дифференциальных уравнений (2.2) и гра­
ничные условия (2.5). (2.6) не содержат геометрических и физнко-.меха- 
гш'.еских параметров оболочки. В силу этого задача в рассмотренном виде 
|.осит общий характер. Достаточно эту задачу решить только один раз. Ре- 

ЕзультаТы же в каждом конкретном случае можно получить с помощью 
формул пересчета (2.1). (2.10). которые уже содержат параметры оболочки.
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Так как значения нагрузки и скорости изменения кривизны оболочки 

в конечном счете нс зависят от выбора р и (то есть от значения неиз­
вестной постоянной), то с помощью масштабного изменения

рх у() 1 = г0 л-; (2.11)
Х1

приходим к единичной безразмерной длине

ХЛ։ 1, с 1 (2.12)

Заметим, что применяемый метод значительно прост по сравнению с 
прямыми методами решения краевых задач. В силу введения неизвестной 
постоянной второй кра»։ становится неизвестным. Достаточно проинтегри­
ровать уравнение только один раз до того значения нового аргумента х,, 
при котором удовлетворяется второе краевое условие. Принимая х л, в 
качестве второго края, определяем неизвестную постоянную и задача ре­
шена. Если же 31 у задачу решить прямыми методами, то для удовлетворе­
ния второго краевого условия, как известно, машина должна осуществить 
многократное интегрирование.

В нижеприведенной табл. I представлены некоторые, результаты реше­
ния задачи, когда в качестве поверхности текучести принята поверхность 
( 1.9). соответствующая условию постоянства максимального приведенного 
напряжения. Имея в виду исключительную важность значении с£'„ и V., (они 
со. гавляют нехнатающие начальные условия задачи Коши) .на фиг. 2 при­

ведены графики их зависимости от
Р’ давления р*.

Так как напряженные состоя­
ния оболочки характеризуются уг­
ловыми точками на поверхностях 
текучести, то согласно с ассоции­
рованным законом течения векторы 
обобщенных скоростей пластиче­
ских деформаций*1

- 5, Л'- С^и». _ . :։■’ .
(2ЛЗ)

где 1՛ и у единичные векторы 
вдоль осей обобщенных усилий т. 
и Л соответственно, должны ле­

жать в пучках, ограниченных нормалями к поверхности текучести в при­
мыкающих точках. Эти ограничения с учетом (2.1) я (2-2) приму! вид

՛ Если нс учитывать изменения геометрии, то при пластическом разрушении обо- 
\очкн под действием постоянных нагрузок упругие деформапин будут оставаться по­
стоянными | 31. поэтому скорости деформации при разрушении будут чисто пласткчо 
сними.
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случай 1)

О и-
’2 I з

2 I I 3
^0.93 (2.14)

случай 2)

«»>0, -г<0 (2.15)

Очевидно, что при условии текучести, соответствующем условию постоян­
ства максимального приведенного напряжения (условие (1.9)), ограниче­
ния ассоциированного закона течения (2.15) удовлетворяются автомати­
чески и решение задачи по этой схеме справедливо всегда. Оно дает ниж­
нюю опенку для объема оболочки.

Решения же по схеме, соответствующей постоянству максимального 
касательного напряжения (условие (1.8)). как показывают вычисления, 
для оболочек практических габаритных размеров не удовлетворяют огра­
ничениям ассоциированного закона (2.14). Например, при — 0.93 тол- 

I"
щпна оболочки в ее срединном сечении составляет Л„ ~ 1.6-----Если пола-

л
гать //„ ~ 0.3 R. то даже для такой толстой оболочки получится ничтож­
ная длина I 0.43 /?. Следовательно, решения по этой схеме нельзя ис­
пользовать в качестве верхней оценки объема оболочки практических габа­
ритов. В настоящей работе эти решения не приводятся

3. Рассмотрим случай гладкой поверхности текучести. I ^дифференци­
ровав два раза условие наименьшего объема (1.3). использовав дифферен­
циальное уравнение равновесия оболочки (1.2) и имея в виду обозначения

Ь ,, ЬК
‘О — —֊го. Н — >

у-К с՝Г
г

1с
(3.1)

• учетом параметрических уравнений гладкой 
(1.6) получим

поверхности текучести (1.5),

гУи» — Ч, ах
(1и

—=- — I', 
ах

ан
—— = 2,
<!х

аи 1 °1с а 'с: гГ . и \—— I, ----- — ——------ и, V, (, 2, Н)
ах а՝х ахЬ- а*Ьх
. , , (3.2)

—=г = ----- --------= £■ (Ш, «, V, /. 2, Н)
ах а։/>2—

Здесь приняты обозначения

—X—(Зиг.4-5.4։ А 6. V

Зи»! Зи»5

V / А2Н\^ И0Д։\ . А.Н'А* .-4^x4։
а- Н \ Зш 21 3 / Зи- 2 | 3
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------—         - Г — — :     —^7 ՜ —.   ■ И ~~   "Г 

г,- I ЗЛ> ] ТнА/Ли(Л А,) ЛМ։2֊'

АА.А^Нг А..А^Н — 

гнл ’
— Ь! ■ Зй (Л - ,1;) - 2/й(1 +1>)]

Я|)

р гггг,(А!А՝г-АА^+ '2А<А>--■■

-
/!<>//

• Н/1|з;а(4, г.)-±֊2Гд0 1 
! н I

(3.3;

I з «> . , ;------ 5 . . „ 1 А п
? — "—- - = > До~ I - — '|1՜? Д| ֊ — Ао — ;л- !п -------------

I 3«г \-H-u՝ Н

Дл - - До !п —----- .4., — — --֊[Н(ии «>!’) адглг)
а Зи»3

Д I —֊ ‘ - I 211՞ I' Н ( иг X < Ни1 3 и V ( •’ / • У • — б ГУ ■)
9:и‘

֊г Зи':?7 ՝у'' 9։;-/7 "ит/гг - и>!^(3«’՜ ‘2Н^){Н՜/ ՛ х’У՜)]

Заметим, что и здесь неизвестная постоянная с входит только в вы­
ражение нагрузки оболочки

(3.4)

1 аким образом, задача проектирования оболочки наименьшего объема при 
гладкой поверхности текучести ( 1.5), ( 1,6). соответствующей постоянству 
интенсивности касательных напряжений, сводится к линейной системе диф­
ференциальных уравнений (3.2) относительно шести функций и. у. /. 
Н.2.

Условия симметрии относительно середины пролета оболочки имеют 
вид

Значения величин х։. , /7 должны удовлетворять достаточному условию 
наименьшего объема (1.3). которое с учетом (3.1) — (3.3) примет вид
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2) 3 Д0«и»(До 4 Д..) А'Нг» — 2} 3 Др 0 13.6)

Это трансцендентное уравнение при —■ 1 имеет только нулевое решение 
относительно Нс, в силу чего поставленная задача имеет смысл только 

лри О < 1.
Безразмерные величины нагрузки р, толщины И и кривизны оболоч­

ки V выражаются через соответствующие размерные величины с участием 
неизвестной постоянном с. Поэтому значения этих величин не могут быть 
произвольными. Для данного значения р действительные значения ип и 
должны удовлетворять условию (3.6) и при решении задачи Коши отно­
сительно системы (3.2) обеспечить одновременное выполнение условий 
шарнирного опирания оболочки

«•|_ _ = о (го|„,=0), —0 0) (3.7)
•х X] Ди х — х1

I 1а основе вышесказанного следует, что численное решение задачи можно 
реализовать но той же схеме, что и при кусочно-линейных поверхностях те­
кучести, которая была рассмотрена в предыдущем пункте. Единственная 
разница заключается в том, что с целью нахождения начального значения 
безразмерной толщины оболочки срединного ее сечения //„" необходимо 

каждый раз для выбранных значении и :՛.< решить трансцендентное 
уравнение (3.6).

В табл. 2 представлены некоторые результаты решения задачи по с хе 
ме гладкой поверхности текучести.

Таблица
„• Л.*’. „,.10., и-

р*-- 0.552. 1158.99. И* 0.0102

0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.02 0.94 0.96 0.98 1 1

V» 0.9995 0.9961 0.9733 0.8904 0.6564 0.4242-0.3626 0.2941 0.2174 0.1300 0
КХ- 
/’

0.8185 0.7198 0.4899 и.3912 0.282о 0.2038'0.1826 0,1579 0.1274 0.0848 0

м* 244.18 284.93 625.38 761.96 616.«6 374.72 308.81 236.41 157.24 70.99 0

Вычисления показывают, что значение объема оболочки И гл., соотвс՛
ствующее гладкой поверхности текучести, как и следовало ожидать [ 13]
находится между значениями объемов, полученными при кусочно-лине։
ных поверхностях текучести. Причем нижнее значение 

условию 2, верхнее 16 условию 1. Например, при

V п соответству»
*£ = 0.55

5, Г

Иц 

16«/3
0.008 <

К л. 
16г/3

Институт механики 
АН Армянской ССР

-- 0.010 --- 0.012
16г/3

Поступила 16 IV 19'



41Проектирование цилиндрической оболочки наименьшего объема

Ռ. 1Г. 1||՚ք'Ա«էՈ113ԱՆ

ԱՄԵՆԱՓՈՔՐ ԾԱՎԱԼԻ ՄԻԱՇԵՐՏ ՊԼԱՍՏԻԿ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 
ԱԱ՚ԷԱՆքԴ ՆԱԽԱԳԾՈՒՄ!!

Ա մ փ ւ։ փ Ո ւ մ

Ւդե արս կան պլաստիկության տեսության շրջանակներում դիտարկվում Լ 
եզրերով հոդակապ որ են հենված ամենափոքր ծավալ ունեցող կ(Որ զլանային 
իաղանթի նախագծման խնդիրք, երբ թաղանթի վւււս ազդում Լ հավասարա­
չափ բաշխված արտաքին բեռ : Ստացված են խնդրի դիֆերենցիալ Հավաս .и • 
րումների սիստեմները' թաղանթի հոսունության կտոր առ կտոր գծային 
ե ողորկ մակերևոէյթների դեպքերի համար; Անհայտ հաստատունի ներմո/ծ- 
ման միջոցով եզրային խնդիրք բերված Է նյութի հատկություններից ե թա­
ղանթի եզրաչափերից անկախ, չափում չոմեեցոդ մեծությունների նկատ­
մամբ Կոշու խնդրի; Ընդհանուր լուծման արդյունքներն ամփււփված են 1 և 2 
աղյուսակներ ի մեջ; Սերված են գրաֆիկներ;

ON DESIGNING A SINGLE-LAYER PLASTIC CYLINDRICAL 
SHELL OE THE SMALLEST VOLUME

R. M. KIRAKOSYAN

S u m m a г у

The problem of designing a circular cylindrical shell of the smallest 
volume under uniformly distributed external load is considered in terms 
of the theory of ideal plasticity. The systems of differential equations 
of the problem for the case of smooth and break-linear surfaces of the 
shell’s fluidity are obtained. By introducing an unknown const a nt t 1 e 
boundary problem is reduced to the Cauchy problem relative to dint . ■ 
sionless quantities independent of characteristics of the material and 
overall dimensions of the shell. The results of the general solution are 
shown in tables.
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