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ОБ ОДНОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ 
ДЛЯ УПРУГОЙ ПОЛОСЫ. РАССЛАБЛЕННОЙ ТРЕЩИНАМИ 

И УСИЛЕ11НОЙ УПРУГИМИ НАКЛАДКАМИ

Задачи для полосы и прямоугольной области с отдельными типами 
концентраторов напряжений (штамп, трещина. стрингер) рассматривались 
многими авторами. Не останавливаясь подробно на отдельных работах, от
метим. что достаточно полная библиография таких работ содержится 
В [1-4].

В работах [5 7) исследовано влияние стрингеров на поле напряже
ний в пластинах, расслабленных трещиной конечной длины.

В настоящей работе исследуется контактная задача о передаче нагруз
ки от периодической системы стрингеров к полосе, когда последняя рас
слаблена периодически повторяющимися с тем же периодом центральны
ми трещинами. Определяющие интегральные уравнения решены методом 
ортогональных многочленов. Обсуждены некоторые частные случаи и при
веден численный пример.

I Пусть упругая полоса шириной 2Ь расслаблена периодической систе
мой с периодом 21 симметрично расположенных нейтральных трещин дли
ной 2с(0^с</;), Оба края полосы усилены периодически повторяющи
мися с тем же периодом, симметрично расположенными упругими стринге
рами малой толщины к и длины 2<г(0^а</). Пусть, далее, стрингеры на 
своих концах нагружены растягивающими силами Р. а на берегах трещины 
действует только нормальная нагрузка интенсивностью /,.(у) (фиг. 1а).

Фиг. 1.

Предполагая, как обычно |8. 9]- что стрингеры находятся в одноосном 
напряженном состоянии, требуется определить законы распределения тан
генциальных контактных напряжений под стрингерами, а также коэффи
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циенты интенсивности нормальных напряжений на концах трещин и. в ко
нечном итоге ,выявить эффект взаимодействия стрингеров и трещин.

С целью формулировки поставленной задачи в виде определенного 
уравнения построим сначала функцию влияния для соответствующей пло
ской задачи. Последнее означает построить решение для расслабленной 
указанным способом полосы, предполагая, что стрингеры отсутствуют, а на 
ее краях непосредственно приложены растягивающие сосредоточенные 
силы р.

Ввиду периодичности и симметричности задачи рассмотрим только 
четвертую часть основного периода (фиг. 1б). Соответствующие граничные 
условия для нее будут

0) =■ -.'V (0, у) \у(!,у) 

и 1а, у) v (х, 0) 0,

/ 0 ' л* I \
\ 0 < у -֊ b /

Ь) Р'Ах Хо),

Ь) -О, 

°, у) = /о(у)>

(1-1)

(1.2)

(1.3)

'о<х</ / 

(0</7<с)
и (0. у) ֊ 0, (<* <у fA

где 6(х) — известная дельта-функция Дирака.
Решение задачи представим при помощи функции напряжения Эрн 

/ (х, у), связанной напряжениями и перемещениями при помощи известных 
формул

&F _ _ d"F _ _ d*F
'ч t'x=’ iy дхду

F-u = i dx — v* — - eoy ф и* (1.4)
J dy‘ (ix

c. Co։F dF
t *v — — dy—՝t------- e^x-i-Vo, (e0, h0, v0 const)

Jdx' Oy

Здесь E* = E, — v при обобщенном плоском напряженном состоя- 
/;ним и L ------ • ՛* ------- при плоской деформации полосы, где

1 — V 1 — ч
Е — ее модуль упругости, г * коэффициент Пуассона.

Функцию ‘ (х, у) представим в виде разложения
се

F{х, у) У, cos лдх (Ai ch цу Екцу sh <i.y) 
k -1

~ ch|\. (I - х) chj^.v sh|t.(.; x)
COS k 'lkl

(1.5)
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С неизвестными коэффициентами ия. ,4։, Вк и Ех(£ = 1. 2,...). Приняв 
/„ = Уп — 0 и используя (1.4) и (1.5). нетрудно убедиться, что условия 
симметрии (1.1) удовлетворяются тождественно.

Далее, используя разложение

2;-(х— х0) ֊ у У sin/»х0 sin ' >х, (0<х, х0</) 
•

и известные разложения функций chp.x, sh р4х, хсЬщх, х sh |14х и 
ряды Фурье | Ю] пи cosmx и интервале (0. !), при удовлетворении 
граничных условий (1.2) придём к следующим соотношениям:

/J — 2^sin * *л'о sb / hb 4 sh/ j6 • • к Ь ch ' i b у 1 )"ltf&
>,l ~ I ’ Д(М) Л, <*’ I4?.)’

(1.6)
r>, z‘**o ch itb , 4shh6 у (“D^

4 *17՜ д(чб) /Д(Л6) (>1 f- p’)»

где

Л (x) = (sh 2x -r 2x)/2

а из ( 1.4) при помощи (1.5) находим

«(0.^)=-֊ V F4£*co$:^-X (0<^<6) (1.7;
4-j £

Положив

“Л. ֊у ;-&cos<7= (1.8)
2= .t, ю.

будем иметь

9 
2 Г 2 г"о = “7-н/(0^С Ek = — — I ^{t)s\nktdt (1.9)
b .) r.k՝ .1

о о

где ^(/) ֊ неизвестная функция,? -с/Ь; а I
Ь

Обращаясь теперь ко второму из граничных условии ( 1.3), при помо
щи (1.7) и (1.8) легко видеть, что оно удовлетворяется тождественно. 
Удовлетворяя же первому из граничных условии (1.3). па основе (1.6) и 
( 1.9) после некоторых, ио довольно громоздких выкладок, для определе
ния неизвестной функции ^'(0 получим следующее сингулярное интеграль
ное уравнение С ядром Гильберта;
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о

L-i -fcigtii i) 
£ Л

(О di -

P&\ (x0. ;) 4- 2/o‘ (;). (0<:<3) (1.Ю)

где

A42 (/, ;) = —- / -f- 4 У, Mk cos A; sin kl — 
k - ։

4^ЪМ)Г„ ։L
“T^TfT^T “ "t'cth7A")chi._: 7t;sh7.c| 

' k=i "t"'

^г1(л-0, j) = sinz««-^—2)ch7։: 1*։slnt։I

&*(Z) = #cht*| zcthvshv

/«’(։) -77/-(v՜)' U W Ч^-кЦЬ (1.11)

Отметим, что первый интеграл в (1.10) следует понимать в смысле 
главного значения по Коши.

Очевидно, что решение уравнения (1.10) должно удовлетворять усло
виям

g'(o = —#'(—0, /(О) = о
Не останавливаясь здесь на решении уравнения (1.10), оно будет да

но ниже, отметим лишь, что из физического смысла функции g'(t) и из 
уравнения (1.10) следует, что она должна иметь особенность порядка 
1/2 в точке / = Р, то есть на конце трещины.

Но так как

+ А7.(1, ;) /(/)</(--^^(х,. 5) (?<и<г) (1.12)

где А22(/, ;) и К?\ (х0, ;) даются формулами (1.11), то, как известно 
[И], и а,(0, 6;/») имеет особенность порядка 1.2 при с — В ֊{ 0, что 
согласуется с известными асимптотическими формулами в окрестно
сти конца трещины [2].

Имея функцию #'(О. из ( 1.9) и (1.5) можем определить м0, Е*. Ак я 
5.;, а по формулам (1.4) ноле напряжений и перемещений. В частности, 
для перемещения точек края полосы будем иметь формулу
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£*«(*. 6) ^1п 81П Ч-Л,|)5»П /<.Х

'* А- 1 (с

оо
V (֊ 1/ 5>п к( ——
4 = )

е ,к с!1 11а-х 

5И дк֊

~<П՜- I и е яп • л-х 
?ь зЬ (}кт.

I 511 рАх 46 у, Ч&г (/) ят'/-<-х 4 $т /
вЬ“’ дкг. I л (^4՜) зЬ 7Д.- 6 $ е*'Ь 4-соя/

 2~х я1п I
Ь сЬ соя/ 

Ь 

П1__ хр 
1Ь

(1.13)

(О :> А- /, 0 < хо <Ч)

где

М 1 — сЬ'֊ 7ля/Д (74^)

Отмстим, что При получении (1.10) и (1.13) были использованы раз
ложения [12]

у, СОЯ кх
к4-1 К

- 1п 2

(— 1 )* 81П кх “ яЬ ах

А2 — а* 2 яЬ а~

X
Я1П ----- •

2

•Х1

У /Г՜ я1п кх —
!< =5

р я1п х
1 2р соя х 4՜ рг

(1/>1<1)

2. Возвращаясь теперь к решению основной контактной задачи 
(фиг. 1а), еще раз отметим, что вследствие малости толщины к жесткость 
стрингера на изгиб пренебрежимо мала, вследствие чего его нормальным 
давлением на полосу можно пренебречь [8, 9].

Обозначим через т(х) подлежащее определению тангенциальное кон
тактное напряжение, возникающее под стрингерами. Тогда из уравнения 
равновесия элемента стрингера и на основании закона Гука будем иметь

</х
1

КЕ.
Р — I * (я) с/я » (0 < х < а) (2.1)

Здесь £* — модуль упругости материала стрингера, н*'(х) го
ризонтальное перемещение его точек.



3 С. М. Мхитарян. К. Л. Агаян

С другой стороны, на основании принципа наложения на (1.13) полу
чим

~I с1к-т(х0-*) с1Я ~ (-*о - х) + /м* (х0. х) •
(1х Е1} | 2/ 2/

о

где

(2.2)

К\\ (х0, х)
ОО

4 2 Л7- 51Н > СО.Ч ).кХ
Л-1

. 2/ 4-/г ~ (-1)^81п^|-сЬ V хх зЬ)Ч*
Кп <'-*> — + Т 3 ։ь,։. | ^Й77 - 7 “77

* - - * с

XX . пх
со -----5П ----- 81П /

46х'' у к՜ со5 >лх 1>л (О 2^ Ь Ь_______
1՜ к-*1 ^(‘Лк) зЬ Тлг /сЬ— +СО5/)

՝ ь /

Подставляя (2.1) и (2.2) в условие контакта

(1и(х, Ь) </</й(х)
(1х ~ </х

(0< х<а)

после некоторых элементарных выкладок относительно контактных напря
жений получим следующее сингулярное интегро-дифференциальное урав
нение с ядром Гильберта:

с1^Ц֊^4- сЬ^- —֊ | Х.'п (/. у) 
л» £

ф' (/) (11 -

где

Р
АГ12 (/, 1/)Ф(0 ?(</)•

о

(2.4)

^'н(^ К\\(— I, —у\

¥ (у)=Р а = -а /, •*(<)= ֊7 "(4') (2'5)

9

՛?(О 1 =- £՝%7|,ЛЛ\

Кг1(^ —У} 
к \ х
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при граничном условии

« (а) = Р

Отметим, что первый интеграл в (2.4) понимается в смысле главного 
значения по Коши.

Следует еще отмстить, что истинное распределение тангенциальных 
контактных напряжений теперь лается формулой

Уравнение (2.4) с уравнением (1.10), которое в обозначениях (2.5) 
имеет вид

—- /С22(6 «) И/)е// •

С 9
А-„(/, -—/*(;), (0<с<р)

а К-п и г<23 д.потея формулами (1.11), образуют систему двух сингу
лярных интегральных уравнений для определения нужных функций
?'(0 и ? по

следует отметить, что при 0 = 0 и Ь->֊оо уравнение (2.4) переходит в 
известное уравнение, рассмотренное в работах [13, 14].

3. Вследствие симметричности задачи, решение системы сингулярных 
уравнений (2.4) и (2.6) представим формулами [14, 15]

•?(/)= у Уп

; ; (х) (п 0, 1, 2,...) — многочлены Чебышева первого рода,

о — неизвестные коэффициенты, подлежащие определению.
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Подставляя (3.1) и (3.2) в (2.4) и (2.6) и имея в виду следующее 
функциональное соотношение между многочленами Чебышева первого и 
второго рода Г 14, 15]:

<т

(/ я \
) *

X- X /

СО5~՜) ‘2 (соз I — СОЗ а)

Л = 0, 1, 2,...

где £/гк(х)— многочлены Чебышева второго рода, по известной процедуре 
для определения неизвестных коэффициентов \Х„, К, 1,7-и получим сле
дующую систему бесконечных систем линейных алгебраических уравнений:

ОО ОО

ХН- 2Ат,„Х։^ — - 0.91
л—О л =0

ОО ОО
Ггат У С.......X, -1-У /Лл.л /,. = 6л-.

л =6 л—О

(т — 0, 1, 2,...) (3.3)

где

'-'л։. ;

= хг\4- ай!

Дй!.= -(2.-П4-1) 3 (?)

______ 2 I зт у з!п (2т — 1) у мп (2л 
к5 (2п I- 1) 1 • ♦ - ’ ~

՝ ' 1 + 1!?՝ ---- СОЗ" .Г
О 2

Г> /У1) । о(2| । п'З)л Г *’«։, л . ■*5,П։ ,

, а
4 соя - -

-----------—г(~1)т "
(2л - 1) соз

2

4х

в^= ^-(2,П^1)СО5ЛД)(а) г„(?. 8д(0)
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4/։ У"<"'
(?)—т.Ь2— соб— л-1 к 1 е

2 2

г.ит (а. сЬ <?,/) 
зЬ с/Атг

-֊
2Л‘

"6՜ ,
2 О

7 зЬ (цуи-^ (1д ֊ с1$ —) (1у

( ■> •« 1 '2соз—| 2(соз/ соз 7)

о

, (сЬ<7։г/ соз/)2сдз — р/,2(соз/ соз а)
О 2

Ъ-Р * < 11"՛ ♦ ’ Г ’ — с05-(-1) ։?_]

46 то сЬ -
2 717)4-,, р а“•'/ 1сг — соб —

’ 2 2

(2 7Л։ЬЪ՜) У"> (?. сЬ-г,/)]

/) £)”* _и /У2> х /У3)^'т, п ‘-'т, п । ^т, п । * ■'т, п

/Г>5п.'л = 86 . , (Л1 ։ л
^(2п4֊1)

1..1)
Х 4

= 812т_; П 2 М^՝ (Р) у!,“ (?) 

*-1

о®. —1^-2 *_^Гя(з, м<))[ъ<М₽. /51пЛ +
г»2/Ча-։ *-։

2

■г (1 - Т7, с(К 7,я) ит (В, сЬ 7*0]

Здесь введены следующие обозначения:

ЛЪ)
"Г2

СОБ (2р 1)хб;п2(/ агс1д созх
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гда, ?(/)) =
соя—I 2 (соя/ соя г)

соя я)

Следует отметить, что ядра бесконечных систем (3.3) зависят лишь от 
отношении ЬЦ, с/Ь, а/1.

Легко заметить, что регулярные части ядер интегральных уравнений 
(2.4) и (2.6) и их частные производные, как нетрудно убедиться,— квадра
тично интегрируемые функции. Тогда можно доказать [16, 17], что при 
любом значении Л(0^л<оо) система бесконечных систем линейных урав
нений (3.3) кваэивпОлне регулярна. При этом сумма модулей ядер беско
нечных систем (3.3) при ГП—֊ оо стремится к нулю, по крайней мере, как 

-1/2֊« т , где = малое положительное число.
Определив из (3.3) коэффициенты {Х-, и, по формулам (3.1) 

и (3.2) будем иметь функции (/) и
Напряжение ох(0, у) на продолжении линии трещины определяется 

формулой (1.12) Опираясь на результаты [ И] о поведении интеграла ти
па Коши вблизи концов липни интегрирования, для определения коэффи
циента интенсивности нормальных напряжений на конце трещины будем 
иметь формулу

К - 1։»п | 2՜ (и — с) зл (0. у) = 2 у- (3.4)

4. Рассмотрим теперь следующую задачу. Упругая полоса шириной 2Ь 
расслаблена центральной трещиной длины 2с. перпендикулярной к краям 
полосы. Одновременно полоса по своим краям усилена упругими стрингера
ми длиной 2а, симметрично расположенными относительно линий трещи
ны. На обоих концах стрингеров приложены растягивающие силы Р. а на 
берегах трещины действует нормальное давление ах(0. у)=/.(у). (|у]<с). 
Кроме того, предполагается, что полоса на бесконечности растягивается 
однородным полем напряжений р,..

Заметим, что эта задача при отсутствии стрингеров рассматривалась 
во многих работах, из которых укажем [ 18].

Отметим, что решение этой задачи можно получить из решения рас
смотренной выше задачи при помощи предельного перехода /—֊оо в инте
гральных уравнениях (2.4) и (2.6), добавляя при этом, конечно, соответ
ствующие члены, зависящие от р... Но проще разбираемую задачу решить 
заново, представляя функцию напряжения Эри в виде
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Г{х. у) — I [А (> ) ch ty — В (л)iy sh /у] cos t.xcfr.

о

- У£*г (1 j\x)cosily I ~ у՜, t>k- >-klb 
л'-i ~

Тогда совершенно аналогичным образом, как это сделано выше, решение 
этой задачи можно привести к решению следующей системы сингулярных 
интегральных уравнений:

^и(Л х)

-I I А',,(Л х> Н')Л (4.1)
о;

1 >^Я _ ctg '_±Д
2 s 2 у)

£ 
2

\ У) г'g*(y)

о

где введены следующие обозначения:

К.л (J, х) = 2а 7V < ) sin v’.j/)cos(/ ?x) d< 

о

г f. . fchXf— rcthX-sh /f , . ,л... а /./И (а«) ------------- -----------------соз.(лах) <У/.—
J sh/.-к
о

2՛՜’ л՛ sh ax sin I 
[ch хх -г- соя /]•

АС. (К </) - - 4 Г (2 —A-cth ^>сЬ>у 4 {t ch it 
.) А (/.к)
v

— Kcth'-shA/p-tf/

к /. . 4 [’(2 — )֊г. th лк)ch •у 4- >■</ sh / у . ..Лл </, у) ֊ — \:—d.----- 2-------± cJj /.-cjn (?aZ) вк
J Л (Zr)
i>
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а --*($) = ат (а$), 
о

2/г/Д (>.֊),
М'֊)

к* Е*аКЕ>

Остальные обозначения соответствуют обозначениям первой задачи, Ре 
шснне системы (4.1) представим в виде разложения

7?ЛХ1 (/) 
И- р ’

?-(/) - у г'„"
п=0

/ I 3 \
•Ио= у, г"'——у 2 2 —

Я=»О со.$— $ 2 (соз ( — соз
(4.2)

Подставляя (4,2) в (4.1), для определения неизвестных ковффицией- 
тон {/.ч , л., п п получим квазивполне регулярную систему оесконеч- 
ных систем линейных уравнений, имеющую совершенно аналогичную с (3.3) 
структуру.

5. Численные результаты получены для первой задачи на ЭВМ «Наи- 
ри-2» при следующих значениях параметров задачи: 1 = Ь, >.= 1. 
/о(у)= " <7«=С0Пь(. Различным значениям |3(0; я/4: я/2; Зя/4) соответству
ют трещины разных длин, а значениям а(0; я/4; я/2: Зл/4) -стрингеры 
различных длин.

Для таких значений параметров были вычислены контактные напря
жения иод стрингерами, а также коэффициенты интенсивности разрываю
щего напряжения. При этом бесконечные системы (3.3) решены методом 
редукции (16 уравнений), а соответствующие коэффициенты бесконечных 
систем вычислены с точностью 0.0001. Некоторые результаты этих вычис
лений приведены в виде графиков (фиг. 2) и таблиц. В табл. 1 приведены 
значения отношения коэффициентов интенсивности напряжений 
где А,— коэффициент интенсивности разрывающих напряжений в конце 
трещины при наличии стрингеров, когда растягивающие силы Р приложе
ны к их концам, а К — тот же самый коэффициент интенсивности напря
жений, но при отсутствии стрингеров, когда силы Р в соответствующих точ
ках непосредственно приложены к полосе. Оба они определяются форму
лой (3.4), где коэффициенты {Ул’-Г-о соответственно указанным случаям 
определяются при помощи бесконечной системы (3.3).

Таблица 1
?=Зг./4

| Р*0. Чо 0 Р-0. 0
а т./4 Г./2 3=/4 г.Ц г/2 Зг./4

К/К9 16.1980 4.9837 1.3203 1.0010 1.0182 1.1713
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В табл. 2 приведены значения осевых напряжений =<•' (0) в стрин
герах.

Таблица 2

0 -/■։ | Зг./4
3 г.4 ..,.2 3-/4 =3 м г.,.2 3-/4

0.8847 0.7739 0 6446 0.8852 0.8851 0.7814 0.6568

֊Ц'ЧО) — — -0.1079 —0.0840 0,0516

Сопоставление графиков показывает, что:
а) при р — 0 (трещина отсутствует) коэффициент интенсивности тан

генциальных напряжений при возрастании а увеличивается;
6) при р =А 0. Р = 0 с изменением а контактные напряжения резко 

изменяются, становясь даже знакопеременными. В обоснование этого 
утверждения можно привести следующее соображение. Под внутренним 
давлением <7„ берега трещины расходятся, вследствие чего се конец с опу
скается. Последнее в свою очередь приводит к тому, что горизонтальные 
перемещения точек края полосы н полупериоде (0, /) становятся знако
переменными, чем и обусловлена знакопеременность контактных напря
жений:

в) если 0. Р Ч=- 0, то при малых р трещина фактически не влияет 
на распределение контактных напряжений (эти графики не показаны). При 
В = Зя/4 присутствие трещины влияет, хотя и мало, на распределение кон
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тактных напряжении, увеличивая их в средних участках контакта и умень
шая у концов стрингеров.

Институт механики АН 
Армянской ССР Поступила 17 X! 1977

II. ւր. հհԱ^ԱՐՏԱՆ, Կ. Լ. ԱՂՕ1ԼՆ

ՃԱՔԵՐՈՎ ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ԵՎ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՎԵՐԱԴԻՐՆԵՐՈՎ ՈՒԺԵՂԱՑՎԱԾ 
առաձգական շերտի ծի պարրերական կոնտակտային խնդրի ։րս.ււԻՆ

II. մ փ (1 փ ււ ւ մ

Աշխատանքում ուսումնասիրվում Լ առաձգական վերադիրների և առաձ
գական շերտի կււնտակտային փոլխազդեցութ յան պարբերական խնդիրը, երբ 
շերտը թուլացված Լ վերադիրների նկատմամբ սիմետրիկ դասավորված 
կենար ււ ն ա կ ա ն •> ա ր ե ր ո վ ։

ենթադրելով, որ վերադիրները գտնվում են միառանցբ լարվածային վի
ժակում, խնդրի լուծումը ձևակերպվում է Հիլբերտի կորիգով սինգուլյար ին
տեգրալ Հավասարումների սիստեմի ւոեսբովւ

թեբիշևի օրթոդոնալ բազմանդամների մեթոդի օդն ութ յամը ինտեգրալ 
Հավասարումների սիստեմի լսւծւււմր բերվում Լ ըվագի ւիր'վին ռեգուլյար 
գծային հավասարումների անվերջ սիստեմխ

Դիտարկվում Լ թվային օրինակ:

ON A PERIODIC CONTACT PROBLEM FOR AN ELASTIC 
STRIP WEAKENED BY CRACKS AND REINFORCED BY

ELASTIC STIFFENERS

S. M. MCHITAR1AN. K. I.. AGAYAN

Summary

A periodic contact problem on interaction of thin elements in the 
shape of stiffeners with an elastic strip, where the latter is weakened 
by central cracks periodically repeating with the same period, is con
sidered.

Assuming the stiffeners to be in a single — axis strained state, 
the solution to the problem is formulated as a system of singular in
tegral equations with Hilbert’s kernel.

By means of Chebishev’s orthogonal polynomials, the solution Io 
the integral equation system is reduced to a solution of a quasi-quite 
regular system of infinite systems of linear equations.

A numerical example is given.
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