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Ю. М. ПОЧТМАН. 3. И. ПЯТИГОРСКИМ

О ПРОЕКТИРОВАНИИ ИЗГИБАЕМЫХ ПЛАСТИН 
МИНИМАЛЬНОГО ВЕСА. ОПТИМАЛЬНЫХ 

ПО ПРИСПОСОБЛЯЕМОСТИ

I. В развитие работы авторов [1] в настоящей работе анализкруетс.։ 
проектирование изгибаемых приспосабливающихся пластин минимального 
веса при воздействии соответствующих статических и квазипостоянных 
нагрузок.

I [роектированне конструкций минимального веса так же. как н их опти
мизация по другим характеристикам, обязательно ведется с учетом необхо
димости обеспечить их прочность и достаточную жесткость. При этом рас
пространенным является случай, когда одни нагрузки воздействуют на 
конструкцию систематически и. ввиду этого, их требования к жесткости 
конструкции значительно превышают аналогичные требования по отноше
нию к другим нагрузкам, превышающим первые по модулю, но значитель
но .менее вероятным (например, аварийным). В этих случаях, а также во 
многих других задачах инженерной практики возникает необходимость 
анализа предельного состояния конструкций. Предельное состояние кон
струкции при квазнстатическом нагружении может быть установлено мето
дами теории приспособляемости, одним из обязательных аспектов которых 
до недавнего времени считалась необходимость предварительного анализа 
работы конструкций в предположении неограниченной упругости материа
ла. то есть предположении -- -ос. Указанное обстоятельство значитель
но усложняло анализ приспособляемости и сдерживало его внедрение в 
практик}. Поэтому получение проекта оптимальной по приспособляемости 
конструкции без анализа ее работы п упругой стадии весьма актуально. 
В работе [ 11 показана такая возможность для ряда случаев нагружения 
прямоугольных пластин.

2. Рассматривается оптимальное проектирование пластин из идеаль
ного упруго-пластического материала, подчиняющегося диаграмме Прандт
ля Пластины нагружены силовой квазистатической нагрузкой, то есть на
грузкой. изменяющейся достаточно медленно, чтобы можно было пре
небречь динамическими эффектами, но достигающей своего максимума и ми
нимума иеодкрэтно и ио неизвестной программе. В случае, когда отноше
ние модулей максимума и минимума нагрузки близко к единице, нагрузку 
будем называть квазипостоянной. В работе [2] показано, что оптимальное 
проектирование приспосабливающихся конструкций позволяет получить 
проекты конструкций, для которых прилагаемые проектные квазистати- 
ческне и квазипостоянные нагрузки предельны, то есть воспринимающая 
их оптимальная конструкция находится я предельном состоянии: дальней-
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шее циклическое увеличение нагрузки приводит ее к разрушению в том 
смысле, что она неспособна ему сопротивляться. При этом проектируемые 
оптимальные пластины должны воспринимать нагрузку при упругой рабо
те материала. Однако, в начальных циклах изменения нагрузки допуска
ются ограниченные пластические деформации. Естественно, что эти пла
стические деформации могут вызвать в пластине остаточные напряжения. 
Если сумма этих нс зависящих от времени остаточных напряжений в лю
бой точке пластины с напряжениями, вычисленными для этой же точки в 
любой момент времени в предположении упругой работы материала, 
безопасна, то с этого момента пластина будет воспринимать квазистатиче- 
скую нагрузку яри чисто упругой работе материала (понятие безопасности 
конкретизируется теорией прочности).

Поиск таких остаточных напряжений базируется на фундаментальных 
теоремах приспособляемости Мелана и Койтера |3]. Статическая теорема 
приспособляемости Мелана утверждает, что если указанное выше стати
чески возможное самоуравновешенное поле остаточных напряжений можно 
себе представить, то приспособляемость обязательно наступит, хотя дей
ствительное поле остаточных напряжений может не совпадать с представ
ленным: вид действительного поля зависит от конкретной истории нагру
жения. Описанная в [2] методика позволяет запроектировать конструкцию 
без анализа истории нагружения, так как знание только пределов измене
ния всех параметров нагрузки не даст возможности в общем случае опи
сать всевозможные истории нагружения с последующим их перебором.

Примем, что всякая сложная нагрузка задана пределами изменения за
висящих от одного параметра простых нагрузок, совокупностью которых 
она является. В качестве условия безопасности принимаем условие Мизе
са. Можно показать, что для любой нормали к срединной поверхности на
гибаемой пластины безопасное состояние точек нормали, лежащих на по
верхности пластины, эквивалентно безопасному состоянию всех точек нор
мали в целом. Поэтому условие безопасности Мизеса для всей изгибаемой 
пласI ины может быть записано в следующей форме:

Уг(х.у) -(А тах{М7. М'-М.-М., ■ ЗМ^, Л')... (2.1)

где Мх, М,։) Млд соответственно действующие изгибающие и кру
тящий моменты в точке г (х, у) срединной поверхности пластины, 
/7 = г/г/6, Л толщина пластины в той же точке, -г предел те
кучести материала пластины. В дальнейшем для остаточных усилий 
принят индекс „0“, для вычисленных к предположении упругой ра
боты пластины индекс „ем. Состояние приспособляемости изгибае
мой пластины постоянной толщины описывается Зависимостью (2.’) с 
подстановками:

м.—лг. м:-. м,. м°,+м;-. м.„ м՛., (2.2)

при одновременном удовлетворении этой же зависимости подстановками

М, = М',; М, = М",-, М„ (2.3).
4 Идпсствя .АН Армянской ССР. Механика. № 2
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для квазистатической нагрузки. Так как в любой момент времени 
М' = У. а, М} , где Лг—количество однопараметрических нагрузок.

.V
составляющих нагружение, то есть его параметров, 0<а 1, то за
дача отыскания А может быть сформулирована в пространстве па
раметрон а. измерения /V. Можно доказать методом математической 
индукции, что шах А достигается на границах области существования 
а., го есть либо 1. О, либо а,. = 1. Таким образом, для определения 
А в точке г(х, у) нет необходимости устанавливать экстремум мето
дами математического программирования, а достаточно решить сле
дующее уравнение:

А = тах (А (шах Мл), А (։пах А7?), Д (паах Мху)

А (пнп Мк), А (пип А (пип М'А) (2.4)

Здесь для М значения те же, что я (2.2) и (2.3).
1 аким, образом, рассмотрение приспособляемости пластины при дей

ствии сложной квазистатической нагрузки может быть эквивалентно за
менено рассмотрением взаимодействия статически возможного поля оста- 
точных усилий с полями огибающих.

3. Представляется естественной постановка задачи проектированк! 
пластины, удовлетворяющей следующим требованиям:

ЗЛ/° 0-(уг€Я-/(М'Ч Л79)<№)&

уЗ>) ֊> (Зг^^֊*/(.ЗЛ/‘+№),->№)& (3.1)

(V? - М(|)-) • (Зг С

Удовлетворяющая этим условиям пластина и поле возникших R ней оста
точных усилий названы нами оптимальными по приспособляемости. Не
возможность проанализировать возможные истории нагружения привела
к тому, что оптимальное по приспособляемости поле остаточных усилий
фиктивно п смысле теоремы Мела на: его существование доказывает способ
ность пластины приспособиться к нагрузке. В то же время, оно не един
ственно: существуют и другие оптимальные по приспособляемости поля 
Однако, все эти поля имеют одинаковые значения М в точках, где 
[(М* М՝՝) — Н~, так как именно этим обеспечивается экстремальность
оптимальной по приспособляемости конструкции (О. П. 1\.) и ее един
ственность: проект пластины (ее толщина) определяется именно этими 
стационарными в указанном смысле значениями М°. В остальных точках 
срединной поверхности пластины значения М не единственны. Таким об
разом. задача отыскания М* по ( 1.5) есть многоэкстремальная задача ма
тематического программирования и в этом состоит главная особенность 
указанного подхода.
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4. Для полей остаточных усилий единственно известным в настоящее 
время является дискретное представление.

Условие самоуравновешенности названного поля в функциональной 
форме имеет вид

^+2^.|.«М=0 (41
Ох* Охоу Оу:

Аппроксимируя это уравнение сеткой на срединной поверхности пластины, 
заменяем его по известным формулам хннейным оператором

— 0.5 Л/ду .'Ицр՜ 0.5 МгУ?

М, 2{МХ-\֊М^) ЛЛ (4.2)

0.5М*уИ — 0.5М,/.՛-

Здесь р — соотношение сторон сотки р= \«// \х. Так как уравнений (узлов 
сетки) значительно меньше, чем неизвестных, приходится решать задачу 
математического программирования большой размерности: например, -. 
пластине с сеткой 5X5 количество управляемых параметров? достигает 47

5. Для численной реализации на ЭВМ задачи (3.1) с учетом (1-г4.7) 
используем моделирующий приспособляемость алгоритм случайного поис
ка, описанный в |1], который обладает следующими особенностями:

а) слабой чувствительностью к повышению размерности пространства 
управляемых параметров;

б) возможностью получения множества оптимальных но приспособляе
мости полей остаточных усилий:

в) возможностью получения траектории фазовой точки статически 
возможного процесс ? приспособляемости в пространстве компонент оста
точных усилий;

г) алгоритм нс налагает никаких дополнительных ограничений на 
управляемые параметры поля остаточных усилий.

Последняя особенность алгоритма, по нашему мнению, представляется 
необходимой ввиду следующего обстоятельства. Многими исследователями 
(например, в работах [4]. [5| и [6]) к параметрам поля остаточных уси
лий (напряжений) обычно проявляются некоторые интегральные требова
ния (на стадии формулировки задачи — в [4| и [5| или в алгоритме ре
шения— в 16;) С их учетом представляется необходимым дополнительно 
доказать тождественность полученного проекта оптимальному по приспо
собляемости, что достаточно сложно в многоэкстремальной задаче. Кроме 
того, алгоритм случайного поиска требует лишь непрерывности функции 
цели и функций ограничений, тогда как большинство регулярных методов 
поиска требуют [7] их дифференцируемости.

Необходимо обратить внимание, что применение данного метода при
водит к множеству статически возможных полей остаточных усилий и для 
случая простого нагружения.
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6 Рассмотрим проектирование О. П. К. — пластины, нагруженной ква- 
зипостоянкой нагрузкой, область безопасности материала которой описы
вается условием Мизеса. Существование приспособляемости для конструк
ции из такого материала доказано в [3]. В работе [8] авторами предложе
но поле остаточных напряженки о(ЛГ') п приспосабливающейся конструк
ции представлять в виде

з(ЛГ) з(ЛР) (6.1)

где Л/ -составляющая поля А/ . самоуравновешенная и сечении, a M'(N)— 
составляющая поля М'. приводимая в сечениях к полю .V усилий и лиш
них связях и самоуравновешенная в конструкции в целом Составляющая

М". естественно, является функцией формы сечения. Для прямоугольного 
сечения, а, следовательно, и для пластины в краевых волокнах

тах|з(ЛР)| = 0.5 5г

Рассмотрим прямоугольную свободно опертую пластину, нагруженную 
в центре сосредоточенной квазнпостоянной силой Р, такой, что

/- Р Р 1-А • л . J (6.2)

Р

Введем следующие коэффициенты: /•, — коэффициент расширения обла
сти упругой работы конструкции (определяется как отношение предельном 
приспосабливающей нагрузки Р՝ к нагрузке Р*—предельной по усло
вию отсутствия пластических деформаций при нагружении пластинки из 
естественного состояния), —коэффициент снижения несущей способ
ности конструкции при изменении характера нагрузки со статического на 
квазипостоянный (определяется как отношение предельной статической на
грузки Р , превышение которой недопустимо ввиду образования в пласти
не механизма разрушения с пластическими шарнирами, к предельной при
спосабливающей нагрузке Р, ՛.

Р, вычисляется по известным формулам из [8]. а Р, определяется 
по описанной выше методике ((2.1). (2.2), (2.4), (4.2), (6.1)) Получен
ные для различных отношений сторон пластины р величины этих коэффи
циентов приведены в таблице.
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В рассмотренных случаях имеет .место отмеченное в [ 1 ] равенство пре
дельной квазнпостоянной нагрузки Р, и верхнего по модулю предела ква- 
зястатической нагрузки, когда нижним пределом является нуль, то есть 
разгрузка. Малейшее нарушение условий приспособляемости для рассмат
риваемой кваэкпостояниой нагрузки приводит к пластической диссипация 
•нергии в точках, прннда лежащих по напряженному состоянию к поверх

ности нагружения и. естественно, к приращению пластической деформации.
Полученные здесь результаты свидетельствуют, что для определенных 

случаев предельная статическая нагрузка Р< недостижима даже теорети
чески. если учесть, что « идеальных• статических нагрузок нс существует. 
Отмеченное явление внешне в определенном напоминает ползучесть, одна
ко наблюдение его затруднено тем фактом, что подавляющее большинство 
конструкционных материалов обладает свойством упрочняться, а так как 
для упрочняющихся материалов приспособляемость имеет место [9|. то 
после некоторого периода нарушения условий приспособляемости к кэаэн- 
ПО1 тояниой нагрузке, когда исчерпывается площадка текучести и начинает
ся упрочнение, пластические деформации прекращаются, ибо наступав»' 
приспособляемость при новом, увеличенном значении предела теку
чести зг.

Днепропетровский инженерно-строительный
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Яп. Մ. ԿՈՏՏՄԱՆ. ?. Ь. ՀՅԱՏհԴՈրՕԱ*

ԱՄԵՆԱՔԻՉ ԿՇՌՈՎ ԵՎ 1!ԱՏ ՀԱՐՄԱՐՎՈՎԱհԱՆՈԻԹՅԱՆ 
ՕՊՏԻՄԱԼ ԾՌՎՈՂ ՍԱԼԵՐԻ ՆԱԽԱԳԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Դիտարկվում է դվադիստատիկ ամային բեոով բեռնավորվող 
о պ Աէ ի մ ա < նա իւ Ш ղ ծ ո ։մր է

Թհւյէ են սւրվամ սահմ անափակված պյաստ իկակտն դեֆորմ արիաներ 
Լ նրանցով պա յմ անավ սրված մնացորդա յին /արոււքներւ Վերք ու <) ու (I յան ր կա 
տարվում I; հարմարվոդւսկանռւթ յան տեսա)! յան ‘‘իման վրսա

Բեռնավորման սյա.տմով}յուեր անհայտ Է յուրաքանչյուր անկախ բեռի 
մւսէէին Հայտնի ( միայն նրա ւոեսակր. Նրա կիրառման ս>եղր և նրա մեծու- 
քէյան փոփոխ ութ յան սա 'մաննհրրէ

ետացված արդյունքների Հիման վրա վերլուծվում են կոնստրուկցիա յի 
աոաձդական աշիւատանրի շրջանսրկի յայնադումր րվաւ/ի Հսասւաաան բեռ֊ 
նավորման է/հսյրում, ինյւդես նաե բեոի բվադի Հաստատուն կիրառման մա~ 
մանակ նրա ռաՀմանային մեծս,/)յան փոբրացւսմր ստատիկւոկան րե/ւի Հևա 
Համեմ ատած է

4.րդյէ<ւնր}ւերր ստացվեք են պատահական որոնումների եդանակովւ
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THE DESIGNING OF BENDING [PLATES OF MINIMAL WEIGHT, 
OPTIMAL IN SHAKEDOWN

Yu. M. POCHTMAN, Z. 1. PYAT1GORSKY

Summary

The optimal designing of plates loaded quasi-statically is conside
red. A limited plastic deformation and the resulting stresses are per
mitted. The analysis is made in terms of the shakedown theory. The 
load history is unknown; only the shape, the place of its application 
and the limits of variation in its value are known.

The expansion of the field of the structure’s elastic work under 
quasi-constant load as well as the lowering of the value of limited load 
under quasl-constant loading, compared with its statical application, 
are analyzed on the basis of the results obtained by the random search 
method.
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