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Г Я ПОПОВ

К РЕШЕНИЮ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ ДЛЯ СЛОИСТЫХ СРЕД

Излагается подход к решению линейных задач механики и математи
ческой физики для слоистых сред, основанный на обобщении известного 
метода начальных параметров [I] для решения дифференциальных уравне
ний строительной механики на случай кусочно-постоянных (кусочно-непре
рывных ) коэффициентов.

1. Рассмотрим линейную краевую задачу механики п области (для 
определенности ֊֊трехмерно։։), ограниченной координатными поверхно
стями: : 70, : 7„: 7, 30, т, -֊ Пусть область коор
динатными поверхностями : — a, (J 1,2...., т 1) делится на т 
слоев, б каждом из которых, вообще говоря, различны физические и 
механические параметры.

Допустим, что существуют интегральные преобразования дифферен
циальных уравнений в частных производных рассматриваемой краевой за
дачи по переменным 1) и - на интервалах ($<„ (i,) и (уп, у։) соответственно, 
позволяющие удовлетворить краевым условиям по граничным поверхно
стям г -у/, - - (у 0, 1) и свести упомянутые уравнения в част
ных производных к обыкновенным дифференциальным уравнениям по пе
ременной

Дальнейший путь решения подобного рода задач заключается в по
строении общих решений этих обыкновенных дифференциальных уравнений 
в пределах каждого слоя Содержащиеся в общих решениях произвольные 
постоянные (точнее, функции параметров интегральных преобразовании), 
количество которых пропорционально порядку уравнений и количеству 
слоев, находятся из граничных условий на поверхностях |= а,., с = а,.„ я 
условий сопряжения между слоями. При этом для некоторых случаев уда
лось [2]. на основе рекуррентных соотношений для упомянутых постоян
ных. снизить порядок алгебраических уравнений для их определения до 
порядка дифференциальных уравнений и ниже.

В настоящей работе предлагается общий способ подобного снижения, 
базирующийся на формулировке рассматриваемой задачи механики или .ма
тематической физики в виде замкнутой системы Л уравнений в частных 
производных, содержащих производные не выше первого порядка. Эта 
система записывается относительно функций и, (£, ’]• *) (/~0. I...... '■ — 1).
входящих в наиболее общие краевые условия по граням, совпадающим с 
координатными поверхностями j. ц. С—const. Например, если рассматри
ваются продольные колебания стержня, то в формулировку краевых усло
вий (здесь только одна координатная поверхность .х const) будет вхо
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дить продольное перемещение п(х, /) и продольная сила Л'(х, /), то есть 
здесь А’’=2 (мо— и, .’/։ = Л') и уравнение колебаний стержня надлежит запи
сать так:

— -еЛ = 0, ^-с — = 0, (е՜1 ЕЕ, c = pf) (1.1)

дх Ox at-

(<՛, £. F— плотность, модуль упругости, площадь сечения).
Если же рассматривается задача теплопроводности п декартовой 

системе координат (х. у. г), то в формулировку общих краевых условий 
по граням х. у, 2 “Const будет входить температура 0, тепловой поток У че
рез поверхность х = const и тепловые потоки р и г через две другие поверх
ности у, Z=COnst. Следовательно, здесь V = 4 («# = 0, «։=(?. р. 
и>=г) и дифференциальное уравнение теплопроводности следует записать 
я видь

Л141 + , = 0. k2^֊-t-p = o, = 0

Ох Оу Oz

dq др Or дЬ {.
-г V + — + рс — fix, у. z, /)

Ох Оу Oz at

где £> -коэффициенты теплопроводности, с — коэффициент теплоем
кости. ?—плотность. / функция, описывающая источники тепла.

В случае осесимметричной задачи теории упругости в общие краевые 
условия на поверхности г — const войдут вертикальное ьу и радиальное и 
перемещения, касательное т.. и нормальное напряжения. На пло

скостях же z— const краевые условия формируются из тех же пе
ремещений и того же касательного напряжения, а роль выполняет 
нормальное напряжение 5.. Таким образом, для этой задачи N - 5 
(u0—w, их и, u., — -r։, ца = 5-, п։ = 03) и аналог систем (1.1) и (1.2) 
здесь имеет вид*

+ 2!1JL_>7^.+_l±.ruUo
Or Oz г \0z г Or J

-.о, । 4^-^- = o
Or 0z Or 0z p

(1.3)

1
Oz

n Ou . i'Ow 1 0 \
2j*-----  •[ /• -— ----- ru । - зг = 0

Or \ 0z r dr

(л, p — параметры Ламе).

Отмстим, что осесимметричные и плоские, (в том числе анизотропные) задачи тео
рии упругости для слоистой среды были предметом исследований многих авторов (на 
основе других подходов), например ^2—6]
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Общим для получаемых таким путем систем является то, что те из 
функций и, (j =0. I. .... Л՛— 1), которые формируют общие краевые усло
вия только на одной из поверхностей (например. ։] = const), могут нахо
диться только под знаком производной вдоль нормали к этой поверхности 
(то есть д/д/,).

Отмеченное обстоятельство позволяет из систем, составленных на 
основе изложенных соображении, исключить функции и, ('i. q, £), не вхо
дящие в формирование краевых условий по поверхностям t = Consi. Это 
делается либо непосредственно в системах, либо после применения инте
гральных преобразований по всем переменным, кроме §. Если обозпачигь 

трансформанты функций и/(5, по переменным >, и . через 
и считать функции и,(-, у, *,) j 0. 1...... п— 1 (n</V) ответствен
ными за формирование краевых условий по поверхностям ; — const, 
то мы придем к системе из п обыкновенных дифференциальных урав
нений первого порядка, которую запишем в матричном виде

+ ( ПЛ)
d-

Здесь Р, (/=0,1) квадратные матрицы л-oro порядка det/-^0, 
а г(<) и /(:) -вектор-функции (матрицы-столбцы) того же порядка, 
и компонентами которых являются соответственно трансформанты 
функций и; (/ 0, 1,..., л 1) я правых частей систем типа (1.1) и
(1.2). Например, применительно к задаче теплопроводное, и для слоя 
(а0^х ар сс <^։у, следует к системе (1.1) применить пре
образование Лапласа по времени и преобразование Фурье по пере
менным у и z (соответствующие трансформанты будем помечать ин
дексом а). Последующее исключение трансформант р (л՜» и г (л) 

приводит систему к уравнению (1.4). в котором следует положить

>■֊-՛■ -=О ՛ Ф "I

ГЛе kt. = \.ср Г> ?’> 7 параметры упомянутых интеграль
ных преобразований соответственно по /, у, г.

Для получения такой же системы применительно к осесимметричной 
задаче для упругого слоя 0^г<<») следует из системы (1.3)
сперва исключить напряжение , как не участвующее в формировании 
краевых условий по плоскостям г=const, для чего следует воспользовать
ся пятым уравнением из (1.3). Затем последовательное применение к пер
вым четырем уравнениям преобразования Ханкеля (с параметром преоб
разования а, с пометкой трансформант значком а) с индексами у функций 
Бесселя: 1. 0, 1,0 приведет к системе

(2и 4֊ >•) Ui — if — 0, ф- хтв = 0 
dz dz dz

, (1.6>
с, — (2u /.) — — /дц։ = 0, "d - — 'Л -֊- — 0

dz dz
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Заменяя первое уравнение в (1.6) линейной комбинацией первого и 
третьего, вновь приходим к системе (1.4). в которой следует положить

/ 0 ֊ «лл* 0 — ар*л* \

/><,= /; / 0; Л ֊
0 0 г 2 — I

1 0 - /-* 0 ЯЛ/.* 1 \ “՛

' Ма\-р-։ 0 — а о /
(/* = (2а -г /.)*’; Ц* ж 4<^(а -Ь <0)

Таким образом, сформулированная вначале задача для слоистой сре
ды в общем случае сводится к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений, заданных на участках 7ХКвг։ (&=0, I  м—1). число 
которых /п совпадает с количеством слоев. На каждом из этих участков 
уравнение (1.4) имеет, вообще говоря, свои матрицы Р, и вектора то 

есть имеет вил

+ , ОД)
а: тп—I

Помимо решения этих Ш уравнений необходимо удовлетворить гранич
ному условию

Лгт(а„) + Вг("-1։(=») = -Г (1.8)

Здесь /1, В—квадратные матрицы Я-ого порядка, а у—матрица- 
столбец того же порядка. Например, для задачи теплопроводности, если 
на одной из граней (х՜«.) задана температура Щ, а па другой (х = ат)— 
0,п. юн (1.8) следует положить

Наконец, еще следует удовлетворить условиям сопряжения

к 1, 2...... п֊- 1 (1.10)

Здесь А'" — тоже квадратная матрица н-ого порядка. В частности, 
если .4 '' /, то (1.10) соответствует непрерывности вектор-функции
*(•£՛) при переходе от одного слоя к другому. Это случай наиболее распро
страненный. Например, применительно к задаче теплопроводности (1 2) это 
соответствует случаю, когда между слоями имеет место идеальный контакт 
(в случае же теплообмена по Ньютону А՝՝' ¥- /), а для задачи упругости 
(1.3) — случаю, когда между слоями реализовано полное сцепление.

2. Займемся решением одномерной краевой задачи (1.7). (1.8) с усло
виями сопряжения (1.10). Если построен матрицам [6] уравнения (1.7). 

то есть матрица п-ого порядка, удовлетворяющая уравнению
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+ р\к,г{к} = о (2.1)

и обладающая свойством

■?<*'(<**) / (2.2)

то общее решение уравнения ( 1.7) можно [61 записать н виде

?“(() 2“1(иг'‘>(М + р'‘’(5.

(Кта, 1) - г“’(Е)[?„'*’(■/,)7(“ (’■.)] ’) '(2'3)

Отсюда находим

(2.4)

Г г,)/<"('.)</г,

®Л

Подставляя полученное выражение в условие сопряжения (1.10). по
лучим

։(‘|(«4)=Д(Чг“-,’(։4)?‘ ”(։*_։) +Д'4У.“՜1’ (2(5)
Таким образом, получена рекуррентная связь между век горами 

г ''(’•*) 0, 1. 2> ). которая позволяет получить формулу

г։“ (»а =Л-> г "*(««) + <*>

Л1,“ ”(’»_>)> 1-0, 1...... к-1 (2.6)
У-О

<:~2
а*1« д՛*)^1*՜1) — V

у=»0

(при к — 1 сумму следует считать равной нулю).
Используя формулу (2.6), решение уравнения (1.7) с учетом (2.3) мо

жем выразить непосредственно через начальный вектор г («0), то есть 

?*’(;) - 2<А)(:)^Лг<0)(’о) - 7а)(;)^'֊т К{к'(-, <)/(4>С'.)^ (2-7)

а*

(А- 0, 1...... т — 1)
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Воспользовавшись далее формулой (2.4), а затем (2.6). получим
F = г1-”I gm

(2.8)

Подставляя это выражение в граничное условие ( 1.8). приходим к ал
гебраической системе (относительно компонент начального вектора 
:^(«о))

H-ßC-l ?•’(«.) -т g„
m֊2 (OÜ\

c„ = z<” ''(»j TM“"-'
j -0

такого же порядка п. что и система дифференциальных уравнении (1.4), что 
и требовалось (фактически порядок еще ниже, так как часть компонентов 
начального вектора заранее бывает известной).

Результирующие формулы (2.7) и (2.9) существенно упрощаются 

(А’’՝, §т 0), если уравнение (1.7) однородно 0). Чаще 

всего в условиях сопряжения /Г՜*՛ = /, что тоже приводит к упроще
нию. Например, в формуле (2.9) в этом случае

ст=П^"’/՜" О.֊,) (2-ю)
С другой стороны, условия сопряжения нельзя записать в форме (1.9), 

если одна из компонент г^Ч?)(/в0, 1,..., n—I) вектора z(*՜'(;) на 

поверхностях, разделяющих слои, обращается в пуль. Например, 
применительно к уравнениям упругости (1.3), (1.6) для слоистой среды 

к = 0, 1,..., т — 1) это будет тогда, когда между уп
ругими слоями реализован гладким контакт, то есть равны пулю 
касательные напряжения: za(hk) = O, к — 0, 1,..., т 1.

Обращение в нуль какой-либо компоненты z'*1 (:) на границе слоев, 
как правило, влечет за собой отсутствие в условии сопряжения (1.10) дру
гой какой-нибудь компоненты (например, применительно к слоистой упру
гой среде с гладким контактом, в условиях сопряжения между слоями бу
дет отсутствовать горизонтальное смещение, то есть компонента ю.)• 
Если обращается в нуль несколько компонент, то такое же их количество 
будет отсутствовать и в условиях сопряжения.

В подобных ситуациях (для определенности считаем, что г^'(а0) = 0 

к ֊ 0, 1,..., гп — 1 и что компонента z՝?'i не входит в условия сопря
жения) следует поступать так. Пользуясь представлением (2.3) для 
вектора z ՜ (0 (при этом ради простоты полагаем /1,л =0) реализуем 
условие
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Ан>=2#'(«։...иЧ) О

/«О

(через Хц] обозначены компоненты матрицанта /'н)), которое позер-
Г 4) а» ляет, очевидно, выразить компоненту гп .»(;) через оставшиеся компо

ненты £</(։*), у -0, 1,..., п 2.
Если теперь ввести новый вектор (л 1)-го порядка г'-А) (£), от

личающийся от прежнего отсутствием компоненты (;). то можно 
получить для него такое представление

4'’(г) (2.П)

где //’ — матрица (л — 1)-го порядка, компоненты которой доста-
7 (4) точно просто выражаются через компоненты матрицанта / .

Для введенного таким образом вектора условия сопряжения можно 
записать в прежней форме, то есть

^Ч(\) * = 1,2...... т— 1 (2.12)

Краевые условия тоже можно записать относительно введенного векто
ра то есть

+ (2.13)

Применительно к рассмотренной выше слоистой упругой среде, на 
грани которой г Аа заданы напряжения т^0’ (А<>) 0, (Ло) "։,> а на
грани д —Л։п выполнено условие гладкого контакта (/։«,) 0,

11 (Лт) = 0, причем между слоями (то есть при з = /ц-; Л—1,2,..., 
т— 1) находятся упругие гладкие пластинки с жесткостями /)*, 8
(2.12) и (2.13) следует положить

/ 1 0 0 \ /10
>4/’ = 01 . Л* = 0 1

0 0 1/ \0 0

0. /° 0 ()\ /0\

0 ’ 5Л = 0 0 0 : 1 зо 1
0/ \0 0 1 ' \ о /

Если же пластинки между слоями отсутствуют, а слои между собой 
находятся в условиях гладкого контакта, то .4/' /.

Располагая соотношениями (2.11) и (2.13) и поступая точно так же. 
как и выше, придем к формулам (2.7) и (2 9). в которых следует положить 
/ > Ь'?'» Х.„ 0 и изменить /<4' и г на // и ?՝/'.

Мы рассмотрели случай, когда одна компонента вектора г обраща
ется в нуль на Гранине слоев. 7 очно также можно поступить, когда обра
щается в нуль несколько его компонент.

>. Нанбеле-. трудным этапом в реализации изложенного метода яв
ляется построение матрицанта. Исследуем этот вопрос для дифференциаль
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ных уравнений с постоянными коэффициентами. В этом случае уравнение 
(2.1) для матрицанта Z ' (;) можно записать в таком виде:

R P'։)Z’*'= О, (>, ■. Z(z4) = /, />'*' const) (3.1)

Согласно [6] в атом случае матрицант можно взять и виде

Z“’(։) = «p( Р“'(1 >,)| (3.2)

Иг.польэсяиннс такой формы матрицанта для решения краевой задачи 

(1.7), (1.8) и (1.10) (при Ро*՜ /, Р?“ Р*1) особенно удобно, если

Р(*> —>.*/Ч р/?. PQ=QP (4- 0.1...... /п-1) (3.3)

Действительно, в этом случае благодаря справедливости матричного 
соотношения cxpA’expQ ехр(Р-Q) формулы (2.7). (2.9) и (2.10) при 

/|а* 0, - / принимают вил

>?֊’,» ■■<?(։•»! !<‘2,)]«*”(«<>) (3.4)

(а4 < • 4,; «4 р к - 0. 1,..., гп — 1)
К (Л (֊ВС.)?•'(«,) ^-.; С, ехр[ A~-i —0|‘?2։1

Pi*’. Н*’] = 2Р* -»• S-/-1)

Однако, случаи представления (5.3). э основном, из-за требования 
перестановочности (PQ = QP) достаточно редки. Поэтому укажем еще один 
способ построения матрицанта. представляющего собой некоторую моди
фикацию метода Коши [7].

Введем в рассмотрение матрицу

м<:։ = л+ />'*’ (3.5)

определитель которой, очевидно, будет многочленом степени И, то есть

|МС)| а о п’с- :,) (3.6)

;-0

Если С не совпадает ни с одним из корней итого многочлена, то будет 
существовать

.м-'(:) = л’С)Ог'С.) (3.7)

где Д’(0 — матрица, транспонированная к матрице алгебраических допол
нений для элементов матрицы (3.5)

Покажем, что

■ Z,4>(i) = — (3.8>
2r.i ¥ Q, (С)
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(С — любой замкнутый контур, охватывающий все нули многочлена (&). 
Для этого подставим (3.8) в уравнение (3.1). примем во внимание, что 
матрица (3.7) является обратной к матрице (3.5) и воспользуемся теоре
мой Коши. В результате придем к требуемому тождеству. Остается еще 
показать, что

2«/ j Q..G) 
с

(3.9)

Для этого достаточно подсчитать вычет подынтегрального выражения 
8 (3.8) при < = оо, учтя при этом, что для алгебраических дополнений Эле
ментов матрицы (3.5) имеют место следующие асимптотические представ
ления:

О(р'

-I- О (С՜2), j

4. В качестве простого, но типичного примера, иллюстрирующего су
щество предлагаемого подхода, рассмотрим задачу о продольных колеба
ниях (1.1) ступенчатого стержня: Л՜ 4Ь.р СЛ = EkFk, —

к 0, 1,..., т — 1.
Предполагая нулевые начальные условия, но произвольные граничные 

условия (при отсутствии загрузки и сосредоточенных масс в промежуточ
ных сечениях), применяем к уравнениям (1.1) преобразование Фурье (с па
раметром а) по времени на интервале (0. оо). В результате придем к крае
вой задаче (1.7), (1.8) и ( 1 10), в которой следует принять (£ = х, ал=Ам)

К'

Полученное выражение (3.8) 
сать и в таком виде

для матрицанта можно, очевидно, запи-

Z<«(j)= g Res А* (С) I
(3.10)

В силу единственности решения уравнения (3.1) при (4 * * 7х,) ~ / по
лученная формула (3.10) может одновременно служить и для подсчета 
показательной функции (3.2) от матричного аргумента.

P^=A(k)=l, /W = 0(4.1)

Для ее решения представим

С ({) °\ D=f° Г) (4.2)
\1 0/ \0 О/

и возьмем матряцант в виде (3.2). то есть

2(к>(х| — ехр | (х аА)(сАагС еьО} ] (4-3)
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В разбираемом случае от показательной функции можно избавиться и 
не прибегая к формуле (3.10). Вместо нее следует воспользоваться фор
мулой

00 (а A АДГ1 __ sh | ab
ехр(аЛ -f- ЬВ)" — У;----------- ---------  /ch| ab (аА^ЬВ) -т-՜ (4.4)

л։ 1 аЬ

Здесь л, Ь — произвольные числа. А, В — произвольные матрицы, об
ладающие свойствами

Л"*=0, Вт 0, т>2, ЛВ±ВА = 1 (4.5)

Вывод формулы (4.4) прост. Достаточно разбить суммирование в (4.4) 
по четным и нечетным степеням и воспользоват ься (4.5).

Очевидно, матрицы С и В. содержащиеся в (4.2). обладают свой
ством (4.5), а потому на основании (4 4) будем иметь вместо (4.3) следую
щее выражение для матрииаита:

Z,4'(x) Zcos Xj, {Det֊k Crck) sin x.,
R ** = I*I4U °*)- --'1 = <4֊6)

что позволяет записать решение разбираемой краевой задачи в виде

к 0, 1,..., тп 1

/ COS"), »in «Ч х
Bi ( )' = —аДъ1х1

\ 0^’«՜ SIR COS«’* 7

Начальный вектор z' '(an) определим из граничного условия

(A BZ?m)/4W = 1 (4-8)

Если один горец х = ат ступенчатого стержня закреплен, а другой за
гружен продольной силой Q(O. то в (4.8) следует положить

Формулы (4.7). (4.8) и (4.9) одновременно дают решение задачи об 
установившихся вынужденных колебаниях разбираемого ступенчатого 
стержня при действии нагрузки (?(/) Q,e‘7/, причем и (х, ()— п.(х)е’՜՝ 
п N(x, t) /Че’՜’'. Если же рассматриваются свободные колебания, 
то частотное уравнение относительно « получим (7 — 0) из (4.8) при
равниванием определителя к нулю, то есть
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+ (4.10,

Формулы (4.7) н (4.8) наглядно показывают, что предлагаемый здесь 
подход к решению задач для слоистых сред является обобщением метода 
начальных параметров [I] на случаи дифференциальных уравнений с ку
сочно-постоянными (кусочно-непрерывными) коэффициентами.

5. Выше предполагалось, что для уравнений в частных производных 
первого порядка относительно функции и/ (я, / 0, !.•••> -V 1.

описывающих краевую задачу для слоистой среды '■ - (
(.4=0, 1,..., т 1), 2;1 ',<3։, существуют интегральные преоб
разования по переменным Ч и ՝£. Это и позволило прийти к одномерно։'։ крае
вой задаче (1.7). ( 1.8) и ( 1.10). Однако, предлагаемый подход можно реали
зовать и в случае, когда таких преобразований нет. Для этого следует вос
пользоваться идеей метода начальных функций В. 3. Власова [8] или симво
лического метода Л. И. Лурье [7]. что позволит краевую задачу для слои
стой среды записать по-прежнему в виде указанной одномерной задачи, но 
при этом в матрицах Р/ ֊ 0, 1) вместо параметров интегральных пре
образований по переменным Г| и £ будут содержаться операторы диффе
ренцирования по этим переменным. Применяя те же построения, приходим 
вновь к соотношению (2.7), выражающему решение рассматриваемой про
блемы через начальные функции ^(«о) «,. (^, -), / = 0, 1...... п—1

и к соотношению (2.9). которое теперь будет представлять собой диффе
ренциальные уравнения бесконечного порядка по переменным т] и £ для 
упомянутых начальных функций’.

Проиллюстрируем сказанное на примере стационарной задачи тепло
проводности для слоистой среды ։ (4 0, 1,..., т 1),
% < У < Ьу, с(> < 2 < с։.

Считая в (1.2) операторы дифференцирования по у и 2 числами 
д1 ~ д;Оу, дг— д/дг и полагая д:дх — с/!</х, д;(У — 0, / (х, у, г)=0, 
посредством исключения из третьего уравнения п и г приходим к 
следующему аналогу уравнения (1.4):

Здесь ради упрощения принято, что кг — кл и введены обозначе
ния •* = к,к_, а = кг .

Соответствующая система (1.7) в рассматриваемом случае будет вто
рого порядка, и если считать, что V остается постоянным для всех слоев, а 
меняется только Л, то

1 В цитированной выше работа (8) применительно к задаче теории упругости для 
слоистой среды реализован иной путь получения дифференциальных уравнений беско
нечного порядка относительно начальных функций. Отличие его 01 развива֊•мого здесь 
состоит з оссутстпни привязки •; соответствующей одномерной краевой задаче (1.7), 
(1.8) с общими условиями сопряжение (1.10), что приводит к потере общности и еди
нообразия (но не исключает и отдельных случаях выигрыша о эффективности).
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р0(‘’=/, /’Г’=/4/>. р=( 0 1 \ 1т о (5.2) 
\ —о /

Таким образом, имеет моего случай (3-3). причем ’Л*=0 и на основа
нии формулы (3.4) имеем следующее выражение температурного поля в 
А-ом. слое:

• 6(Хг) \ / О
( ш ) = ехр[-Р(Пх-?*а4+<Л)]( ° ) (5.3)
4 9 ■ 7 ' <7о 7

через начальные функции % (а0, у, г), до*-“ д(ао, ։/. '■}> причем по
стоянные /•'/ определяются соответствующей формулой из (3.4) с 
заменой аА на ак.

Если для рассматриваемой задачи теплопроводности принять такие 
краевые условии

■ Си. А (у. *)“<»! 01л=ап=е„(у, 2) (5.4)

то уравнение для начального вектора, содержащееся в (3.4), приобретает 
вид

(А+Бе П’)(У ) = (”). /^^(«/<1 ау) (5.5)

Входящая сюда показательная функция от матрицы легко вычисляет
ся с помощью разложения [61

I е „ = 2 (5.6)

л-о п!

Действительно, легко проверяется с учетом (5.2), что

Р‘!' (-.уД)Ч Р2'41 (-'Д)’Р

а. следовательно, на основании (5.6) имеем

<5-7» 
у=0 • у о ' "7 - 1 / •

Принимая это во внимание, соотношение (5.5) приводит к следующе
му дифференциальному уравнению бесконечного порядка:

?֊,( к) 1т . 1„ \ & с-\' , . . ,.я,
—77.-.Т,' (1 - о՜: : 7՜) (-֊; ) 4о(у. =^(</. г) (5.8)

<֊/)' х 2/4-1 дг^)

относительно начальной функции </0(у, г), через которую согласно (5.3) 
выражается искомое температурное поле в исследуемой слоистой среде.
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При малых величинах ■ можно ограничиться конечным отрезком ря 
да и левой части (5.8) К полученному таким образом приближенном) 
уравнению нужно добавить граничные условия по цилиндрической поверх
ности. если таковой ограничено рассматриваемое слоистое тело: о։|< с<ф 
При атом ати граничные условия следует записать в интегрально 
(передпенном) по толщине (а-.—а ) виде.

В заключение заметим, что в мелях наибольшей ясности существа раз-
ниваемого подхода иллюстрирующие пример»»։ проводились на задачах до-
статично простых'и хорошо исследованных. Включение же новых ил»։ мало 
исследованных (как правило, достаточно сложных и громоздких) увели 
\о бы сильно объем статьи. Поэтому такие задачи являются предме* 
дальнейших нее ледова инн.

Одесский госудлр'тигиимн умипгрентгт 
нм, II И Мсчникпил Посгут»« 29 XII 1976

Դ. 3». *П«Н1<

ՇԵՐՏԱՎՈՐ ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐԻ ՀԱՄԱՐ 111։1»ԱՆԻԿԱՈԻ 
ԵՎ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ ՖԻԶԻԿԱՅԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ!» 

ԼՈՒԾՄԱՆ ՎԵՐԱՐԵՐՅԱԼ

Ամփոփում

Շերտավոր միշավայրերի համ՛ար շատ խնդիրներ ինտեգրալ ձևափոխու
թյունների օղնութ յամբ բերվոս) են որոշ ինտերվալների վրա տրված միաչափ 
ղ իֆ> I, րեն ց իա չ հ ա վ։ս ս ա ր ո լմնե ր ի որոնց թիվր հավասար է շերտերի թվինւ

նշված հավա սարումների [Ոէծումր բերվում Լ շերտերի թ վ ին համեմա
տական կամավոր ' աստա տունների որոշմանր:

ՀՈղվածում աոաջա րկվում է նշված կամավոր պարամետրերի թվի, մինչև 
շերտերի րանակութ շանից չկախված, այ/ դիֆերենցիալ ', ավասարումների 
կարգով որոշվող րանակությանր, նվաղեցնե/Ոէ րնդհանուր եղանակ»

Ցույց ( տրվում, որ եղանակր կարող է ողտակար ւթեևլ նաև այն դեպ- 
բում, երբ էէկղրնական խնղիրր շերտավոր միշավայրի համար չի կարող ին- 
տեղրա/ ձևաւիոխութ յոէնների օղնոլթ յամ ր բերվեք մ իա չավ։ խնղրինէ

ON SOLUTION OF PROBLEMS IN MECHANICS AND 
MATHEMATICAL PHYSICS FOR LAMINAR MEDIA

G Y. POPOV

Summary

Many problems for laminar media are reduced by means of inte
gral transforms to onc-dhnensional differential equations prescribed 
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for the reg-ions whose number is equal to that of layers. The solution 
of the aforesaid equations leads to the definition of arbitrary constants 
(from conjugate conditions) proportional to the number of layers.

A general method of reduction of the above arbitrary parameters 
Io the number determined by the order of the differential equations, 
independent of the number of layers, is suggested.

The method is shown to be useful in the case where the initial 
problem for the laminar medium may not be reduced (by means of in
tegral transforms) to a one-dimensional problem.
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