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К РЕШЕНИЮ КВАЗИСТАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
АНИЗОТРОПНОЙ ВЯЗКОУПРУГОС ТИ

I. Рассмотрим линейную вязкоупругую анизотропную среду, для ко
торой связь между напряжениями и деформациями имеет вид [1|
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Тензоры ядер релаксации и ядер ползучести П/д/(0 являются 
взаимообратными. Это означает, что если нам известен один из этих 
тензоров, например, /?он(0» то тензор ядер ползучести получается 
из решения следующих интегральных уравнений:

I *
(I •) </И А<тл (*) = Лг^я»<* /?,;!•/ (/) ’ Ч/тл (0> (1.3)

о

где

А/тл = -у (Ч«3> 4- ^/п.) (1.4)

И обратно, если задан тензор ядер ползучести П//«(0. то для тен
зора ядер релаксации имеем

( (/ - -) (-) = д^я - и0„ (/) к„тп (0) (1.5)

I)

Экспериментально замечено [1|, что для большинства реальных вяз
коупругих материалов объем изменяется по упругому закону. Из соотно
шений (1.2) для изменения объема 0 имеем

»
I о р։«н (/-֊)«.,(•) (!.<>)■

и каков бы ни был тензор з4/



20 М. Н. М. Аллам, Б. Е. Побсдря
— ~~ ֊   *■֊ ~ ' ֊2֊^--^— ■ - ■- ' ..   ■ .... . -------—

<>«==;,л (о (1.7)
где з-^ тензор-константа, а К {() единичная функция Хевисайда, 
величина О не должна зависеть от времени. Это означает, что не 
должен зависеть от времени тензор Вы — М./дг. то есть

Вы = П//л/ = Щш(0) (1.8)

Умножая левую и правую части (1.5) на 3«, и производя суммирование 
по / и /, получим

Вы^Ытп (0 = <»т1» (1.9)

го есть левая часть этого равенства также не должна зависеть от времени.

2. Частным видом анизотропии является так называемая структурная 
.анизотропия. Пусть материал составлен из двух компонентов, один из кото
рых (армировка) является изотропным упругим материалом с модулей 
Юнга £а и коэффициентом Пуассона ՝/., а другой (заполнитель)—изотроп
ным вязкоупругим материалом с модулем сжатия Кл и ядром «(/), го есть 
связь между напряжениями и деформациями для заполнителя имеет вид 
(индексы а и з. если это не вызывает недоразумений, мы будем опускать, 
то есть будем считать, что если индекс отсутствует, v = Уа, Е -= Ел, К К,)

s.. = ЗК j w (/ ֊ т) </е,у (т) == ЗА'ыео = Ю (2.1) 

о
где

։,/=»«- ’ = ֊֊’» (2-2)
о о

я обратно

t
в- — r.S,;-, Ь = ~ (2.3),J 3AJ ' 3K f К

Тогда различными способами можно ввести так называемые эффективные
ядра релаксации Е,уы (/) или ползучести П^/(0- При этом эти ядра
имеют вид [2]

7
(<) = ■?.(/)

а —•! 
и (2.0

п,_•*,(/) £1i!;Vz(,(()
3-1

где и И//АГ—тензоры-константы, зависящие от va, X՜-,, про-
центного содержания компонентов 7, геометрии ар.мировки и т. п.;
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՛!»:(/) —функция, представляющая собой или единицу, или «(/), или 
ядро А. А. Ильюшина [1]

1

1 4-
(2.5)

■ •(•') — функция, являющаяся или единицей, или или ядром (2.5).
В литературе известны эффективные модули упругости, построенные 

на основе различных подходов. Например, для слоистого композита, отно
шение толщины слоя армировки в котором к толщине всего пакета, из ко
торых составлен материал, равно у. эффективные ядра ползучести могут 
быть построены на основании эффективных модулей упругости [3]

+ п£1,Я31(0 + (?) + (?) (2.6)

где

Пй’п-па,- п^а=1—

} 2.Г7_(1_П(1_7) у (1 4-^(1 2у)
1*3503 ---------------------------------------  "1---------------------------------------

7(1 —у)?։Е (1 —у)Е

пЦ3 = п&з = 
4^

й, = _ 2.М1—)-(?, ֊2)

(?,֊₽։)£

М1 -X- м.

.2) 2г—(1 —т)(1 ֊ V) 7’ + (1—7)(1 —՝)
2243 —---------------------------------------- ------------------------------------------------

№

’{Е 

п<3) _2(1 + >)
н121: —----------—

п«՝ гг'<։ 2(1՜!)
1 ։՝:= 1*2323 = —7777— (2.7)
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֊—(1
£ Т

(2-8)

Л ■;

В соотношениях (2.7) выписаны только отличные от нуля компоненты тен
зоров структурных постоянных с учетом симметрии [ 1 |:

г= I I АТ/у И.уд. (2. 9

3. Подставляя в ( 1.7) выражение эффективных ядер ползучести в ви
де (2.4), получим вместо тензора-константы /Л/ выражение

I/
= (3.1)

3-1
Тензор £а/|7) отличен от постоянного тензора Вь։ и совпадает с ним 
только в случае 7 0> 7—1 или при любом 7, если Кл= К., (Е -
— 'ЗК(\ 2՝/)). За меру отклонения тензора Вы(() от тензора-кон
станты Вы можно взять величину отнесенную к какой-нибудь ве
личине, имеющей размерность упругой податливости:

, 6'։ х1.'2
; (3.2)

Ч—1 '

где суммирование ведется по всем ц, для которых /-,,(/) отлично от 
тождественной постоянной, 0\ II.

Для рассмотренного в предыдущем пункте примера имеем

: I + ' ^(4)

где

V) (а = 2, 3,4) (3.4)

Компоненты тензора /Л/(/) имеют вид

в;, = вй = л + (-ЦЛ- - л) (о
4 Л ' (3.5)

^=р։+р^
где для ядра (/) дается формулой (2.8), а постоянные Рп Р.:, Р} 

/’,= ^[3(1 ’) 7(1 ! ■-)]

9(1 7)Р1 + (1-7)(1-у)-2г I I 1 2у
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Следовательно, величина $ имеет вид

ИЯ ... > IВычисления показывают, что £ не превосходи г—•
Е

4. При решении квазнстатических задач линейной теории вязкоупруго
сти для композитов может быть использован метод сведения неоднородной 
задачи изотропной вязкоупругости к последовательности задач однород
ной анизотропной теории вязкоупругости аналогично тому, как это сдела
но в упругом случае [2]. При этом для решения в каждом приближении за
дачи однородной анизотропной теории вязкоупругости благодаря специаль
ному виду эффективных ядер релаксации и ползучести (2.4) может быть 
использовано некоторое обобщение метода аппроксимаций [1].

Суть этого обобщения заключается в следующем. Пусть получено ре
шение соответствующей упругой задачи для анизотропной среды и пусть 
в этом решении встречается выражение типа /(•)(?, где <2— известная 
величина, /( •) означает функцию от модулей анизотропном упругости. Под
ставляя вместо этих модулей их выражения через величины Ел, 
К, и <։>, получим функцию / /(*։>), которую аппроксимируем с помо
щью ядер % (/) и 7-з (/), входящих в представление (2.4):

V и и\- V
/И = У у В,М« 2 С(„». (4.1)

а*֊1 ®=1

где ^(0 представляет собой единицу или ядра ш(/), - (!) или (/)» 
определяемые соотношением (2.5).

Неизвестные постоянные С(а) можно определить, например, методом 
наименьших квадратов. Для этого записывается выражение

где (д' и (и" — границы изменения ядра ю(/), 1. например,

<у0 = о> (0), «>' =«« = 1։ш<»(/) (4.3)
. / — ••

п /Приравнивая нулю производные - -> получаем систему алгебраических

уравнении

— 0

(4.4)
1

и~ г 
2

6'+ V



24 М. Н. М. Аллам, Б. Е. Победря

для определения величин После этого искомое вязкоупругое реше
ние получается расшифровкой выражения /(•)<? в следующем виде:

и г
2 с(а) гЛ( (4.5)

Если пределы о/ и ы" заранее неизвестны а удобно вести интегрирование 
в (4.2) от 0 до I. иногда, чтобы исключить возможность появления сингу
лярностей, полезно в подынтегральное выражение вводить некоторую по
ложительную весовую функцию О(о»):

(">) /(<*>)֊ 2
и * г 3

(4.6)

5. В качестве примера рассмотрим задачу о растяжении силон Р в на
правлении оси к бесконечной ортотропно»։ пластинки. Из решения упруго» 
задачи |4] следует, что максимальное напряжение -1; возникает ил кон
туре окружности в точках пересечения оси х. проходящей через центр 
окружности, и равно

- (1 ! «. + •'-.֊) Р (5.1)

»■де х։ и х — корни бигармоничсского уравнения.

х* /1 27 \ 177֊° Й

причем

•„)+£ «

где £х. £;, уХ1/—модули упругости ортотропной пластинки [4].
В работе [21 для плоско-напряженного состояния даны , выражения 

тензора эффективных ядер ползучести. Компоненты этого тензора выра

жаются через операторы 1, где

?, —— р = +9лт1—•). <5Л>
1 -е. в«» $ • '• '

Подставляя в (5.3) вместо модулей упругости соответствующие операто
ры, получим

г/ \ • оЛ /л \ । /п|2 4- (1 - 9Л/)ь»Г' ,2р_т(1_,) + у _!_» +
гп 2 + (1 -9М)ш4-27Л/-(1 4-у>г Р* 1

ЗМ <о (2 4- и»)
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где

т = 1(1-1) (5.6)

Запишем аппроксимацию функции 7 (со) в виде

7՜ (о>) = Аг 4՜ А.,“ • (5.7)

Чтобы иметь возможность интегрировать в (4.6) от 0 до 1. введем весовую 
функцию й—й). Тогда

®Г(ш) = Вх 4֊ 4- (5.8)

где

А АВг = А.+^ В.. = А„ Вл = (5.9)
Р Р

Для нахождения величин ВД( = 1. 2. 3) имеем систему алгебраических 
уравнений

(5.10)

где

1 X

Д'; = ©։(/и>
0 0

(5Л1)

После решения системы (5.10) получим, учитывая (5.9) для коэффициента 
I ('Ч^ШВ!

концентрации к ~ —и-

к = 1+А Л'(0 + ^э(0 (5.12)

В частности, для ядра о>(() в виде

а> (О = а 4- Ье (5.13)

имеем

к 1-М։ + л
Ь

а (а ' Ь)
2 
а

«0+3«) ,
] вб " ։ + 3« :--------------------------------------------- е

1 4֊?а (14- ?а)(1 +
(5.14)
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На фиг. I показана зависимость /'(О при следующих параметрах:

ч, = 0.4, £.=?10‘ —, £.= 10տ—. т 0.1
елг СЛГ

а -0.01, 6 = 0.99, д = 1

Мое ков с хи и гос уда рот не нны к у ни вс реи гст
нм. М. В. Ломоносова Поступил;« 27 V 1977

1Г. Ն. Մ. ԱԷԱՄ, Р. Ь. ՊՕՈԵԴՐՅԱ
ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 1րԱԾՈէ«81՚ԿՈԱՌԱսԴԱ’ւԱՆՈհԹՑԱՆ ՔՎՍԶԻՍՏԱՏԻԿ 

ԽՆԴԽՐՆէՐէ» ԼՈԻԾՄԱՆ ՎեՐՕՆՐՅԱԼ

Ս. մ «ի ո փ ո ւ մ

Այիէա տանքոէմ քննարկվում Լ րստ կէսւէէււքէէածքի անքրղո արոպ մած՚ււ- 
է) ր կ էէ էս ա ա ձ;յ ա 1[ ւսն մ իջավա յրհրի ծ ավա լա ւին դեֆ и ր մ ա ցիան տ

И. ւէլււլիււի միջավա էրերի համար րվաղիոտատիկ քսնդիրների լուծման ֊>Աէ- 
մար աոաշարկվոլմ Լ եղանակ, որր հիմնված Լ ապբոքսիմացիայի եղանակի 
րնղհանրացման վրա։ Տրվում կ թվային օրինակ:
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ON SOLUTION OF QUASI-STATICAL PROBLEMS IN THE 
NONISOTROPIC THEORY OF VISCOELASTICITY

M. N. M. ALLAM. В. E. POBEDRYA

S u m m a г у

The volumetric deformations of structural nonisotropic media are 
discussed. A method of solution based on a generalization of the ap
proximation method is suggested for the solution of quasi-statical prob
lems. A numerical example is given.
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