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УСТОЙЧИВОСТЬ ИДЕАЛИЗИРОВАННОЙ ПЛАСТИНКИ 
ПРИ СИНГУЛЯРНОМ ЗАКОНЕ ПЛАСТИЧНОСТИ

Существует мнение, что использование теорий пластичности с кониче
ской особенностью поверхности нагружения н работах по устойчивости пла
стин за пределом упругост։։ связано с большими математическими трудно
стями. Эти опасения основаны на том. что при сингулярном законе пластич
ности существует область, где соотношения между приращениями напря
жений и деформаций дифференциально-нелинейные. Однако, при опреде
ленных путях нагружения эти дифференциально-нелинейные соотношения 
при расчетах на устойчивость пластин не используются. Это и будет пока
зано на прнмеое устойчивости идеализированной пластинки при пропор
циональном нагружении.

I. Описание .«одели пластинки. Все дальнейшие рассуждения будут 
проводиться на основе модели идеализированной пластинки (фиг. 1). пред
ложенной в работе [ 1].

Фиг. 1.

Идеализированная пластинка представляет собой четыре равные 
жесткие штанги, составляющие в плане прямоугольный координатный крест, 
которые опираются своими плоскими я перпендикулярными к их осям осно
ваниями на торцы двух параллельных квадратных пластинок. Эти пластин- 

сделаны из упруго-пластического материала и могут деформироваться 
тишь в своей плоскости.
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В начальном состоянии оси штанг лежат в одной исходной плоскости, 
размеры пластинок одинаковы н модель медленно нагружается плоской 
системой сил и приложенных к концам штанг вдоль их осей.

В качестве критерия устойчивости рассматривается критерий бифур
кации процесса деформирования, обоснованность которого проверена пря
мым анализом свойств возмущенного движения [ 11.

Система уравнений, описывающая возникающие дополнительные на
пряжения и деформации при внешних догрузках и 6Р{! имеет вид [1]
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Линейные размеры /, </, к, 1 указаны на фиг. I. 
Система (I I) допускает тривиальное решение

I

2 V У 2 *
(1.:

г л ’ у ч

Это решение соответствует основному продолжению процесса дефор
мирования, при котором центр модели находится в исходной плоскости. За 
дача заключается в отыскании таких минимальных параметров нагруже 
ния, при которых возможно отличное от тривиального решение системы 
(1.1). Это решение будет соответствовать побочному продолжению пронес 
са деформирования, при котором центр модели отклоняется от исходной 
плоскости, а Полученные значения внешних параметров будут критическими 
для данной модели.

Материал пластинок считаем несжимаемым.
Каждая пчастника модели находится в условиях плоско-напряженного 

состояния типа двуосного растяжения-сжатия (т™~0). Как видно, все про 
цессы протекают в одной деяиаторной плоскости

5, -ф -ф 5г 0, 8Х{, = 5,* = 5₽г = 0

Сделаем замену переменных, аналогичную предложенной в [2]. Вве 
дем в этой плоскости орт I п направлении, противоположном проекции 
оси 8- и перпендикулярный к нему орт ]—в сторону оси Тогда век
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тор напряжений 5 п девиаторном пространстве может быть представлен в 
пиле: 5 - ^Та.у. Это отвечает следующей замене переменных:

1
5, 5У= |/ 5,֊5, I 25,

Аналогично для деформаций

В

где

(1.3)

(1.4)

Все дальнейшие рассуждения будут вестись в совмещенной девиатор* 
нон плоскости 5,^-5 . Отметим, что на ней первоначальная поверхность 
нагружения I SijStj — const принимает вид 

I S?-t- •*£ = -So

то есть просто окружность.
Ниже будут рассматриваться такие процессы нагружения, при кото

рых отношение —' остается постоянным (пропорциональное нагружение).

причем, не нарушая общности, можно считать Таким процессам на
Плоскости 5,-5. соответствует нагружение по лучу, исходящему из нача
ла координат под некоторым углом <( к оси 5։, (0^Сф<д/а). Запишем 
систему (1.1) в проекциях на оси. повернутые на угол ф относительно пер
воначальной системы координат 5,о5
(фиг. 2) и выделим обратимые част՝* S։

Ж jsr 4֊ о52֊ = £52 1 si
Фиг, 2.

(;'Р; — ) Sin ? ֊֊Г (''Р> ''Р> ) COS т

351 ) sin ф 4- (35’J 35г ) cos о]

■ й Id J 6 ՝
где обозначено р — — > о»

/г 12
приращения пластических деформа

ций, G - модуль упругого сдвига.
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Здесь для удобства записи все приращения даны в повернутой систе
ме координат, а значение 5,— в первоначальной.

Для процесса пропорционального нагружения в системе (1.5) нужно 
положить <55.-0.

2. О соотношениях между напряжениями и деформациями для плоских 
путей нагружения. Для полной постановки задачи к системе (1.1) необхо
димо добавить связь между напряжениями и деформациями. В работе [3| 
сравниваются выводы некоторых теорий пластичности (теории скольжения 
Ватдорфа и Будянского, теории Сандерса, соотношений «напряжение—де
формация», предложенных Клюшниковым В. Д. 1։ модельного представле
ния Работнова Ю. Н.). В этой работе показано, что для плоских путей на
гружения при догрузке из конца простого нагружения все названные тео
рии совпадают, а при определенных ограничениях на направление догрузки 
их соотношения переходят в деформационную теорию. Дальнейшие рас
суждения будут проводиться на основе теории Сандерса, однако получен
ный результат, в силу вышесказанного, будет справедлив для любой из 
этих теорий.

Основные предположения теории Сандерса для плоских путей нагру
жения заключаются в следующем [3]. Роль поверхности нагружения нграе։ 
замкнутая кривая нагружения, которая представляет собой огибающую 
плоского семейства прямых (прямые пластичности). Эти прямые в процес
се пластическое- деформирования могут перемещаться лишь в противопо
ложную от начала координат сторону и только поступательно (самопарал
лельно). причем перемещаются только те прямые, которые имеют с векто
ром напряжений 5 общую точку. При перемещении данной прямой пластич
ности на величину 6Л возникает единичное приращение пластической де
формации '>рЙ, определяемое соотношением

где £— функция расстояния й данной прямей от начала координат. П — 
единичный вектор нормали к этой прямой в плоскости нагружения.

Полное приращение пластической деформации вызываемое догруз
кой о.Ъ, находи.ся суммированием единичных приращений

(2.1)՛

где 1] — угол между нормалью П и направлением вектора напряжений 5, ин
тегрирование ведется по всем углам Т|, соответствующие прямые которых 
перемещаются при догрузке о5.

Рассмотрим следующий путь нагружения, когда из начала координат 
на плоскости 5։ —-5. нагружение происходит по оси 5,. Для приращения 
напряжения о5 можно выделить следующие четыре зоны, где соотношения 
>/'Р՛—записываются различным образом (фиг. 3).
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а — зона полного нагружения (ПН)I зона:

g (Л) cos՜ '^7'5, -4- g (Л) cos sin -.dr^S.

cos r, sin ft g (Л) sin՜' \dif>St

6 T

III зона:----- ------ a<G<^- — a — зона неполного нагруже 

ния (НН)
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• 1 *1

СО5* Гр <,'(/։) со& •< $т <</<55..

—«

в*Т
Г А। " (Л) сои 7} 81п 4֊ £ (А) ат2

IV’ зона: происходит упругая разгрузка.
При 55, направленном в зону I. соотношения (2.2) дифференциаль

но-линейные, голономные и. следовательно, определяются деформационном 
теорией пластичности. При 55, направленном в зоны 11 и III. соотношения 
(2.4) и (2.5)—дифференциально-нелинейные.

Введем в рассмотрение следующие две функции, определенные пр«։ 
65։>0:

сов2 <с/^5։ - | (А) СОЗ 7,51П 'сЛ/>5:

т
(2.61

СОЗ Г, 51П гс 51П2 Т,(Л/5г

I

где

1 — а, если 0 <. 6 < т.'2 — а
|9 - о/2, если я/2 аг.2 4֊а

и 0 определяется (2.3).
Тогда, учитывая (2.2) и (2.4). при 65г^0 (то есть при 0^0) 

записать

'/>։ = /։ (гЛ. 'Ч>~ ֊= А (8-Ь’։,

(2.7)

можно

(2.8)

Сделаем функцию ?(()) дифференцируемой функцией своего аргумента. 
Для этого заменим недифференцируемую особенность (угол) в точке 
О — I V — а дугой окружности, и затем радиус этой окружности устремим 
к нулю. Тогда получим, что при переходе через точку 0 = л,С — « произ

водная —V плавно меняется от 0 слева до 1 справа от этой точки. Так из-

меленные функции и /г, определенные (2.6), будут теперь дифференци
руемыми функциями своих аргументов, а соотношения (2.8) при этом оста
нутся в силе.

Выполним некоторые вспомогательные вычисления, которые понадч- 
бятся в дальнейшем.

Рассмотрим два вектора 55' и 55 , компоненты которых удовлетво
ряют следующим условиям:
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-f-c>.Si 0: *’•'5'2 4՜ о5՝2 ~ 0; ьЛ'г 0 (2*9)

Тогда, учитывая (2 4) и (2.7), можно записать

'*pi = /։ )> W = f: G՝?» . )
(2.1°)

tpi =/j (^« • —''«£г ), орг =/. (г>5։ , — В-$я)

Рассмотрим следующую разность и применим теорему о среднем

">Р1‘ '*р\ — /1 ('>51 , 557 ) —/։ (о5։ , — ) —

■ = -г5Г) I <
здесь и ниже означает, что взято значение в некоторой средисом точке.

Учитывая условие (2.9). получим

г₽Г «РГ--^1 ^-«Я՜) <2Л1)
<?(<•?։) I.

Аналогично по второй оси:

''Р> ~ ''РЦ /■; (**-ЬТ • ) +՜ /.՛ (*•$։ > ) =

-2Л(г5,-. +

Для входящих сюда производных имеем

с?(о5'։)

(^ -55f)

- | Я (Л) COS2 7։.</т4 = 4'j

7’

cos т( sin y;(i4l — к.

(2.12)

(2.13)

(2.14)

т

Так как —0!. имеем два следующих неравенства:

^(А) соз2^ = а։ (2.15)

— 1

£2>0 (2.16)

Если вектор направлен в зону ПН, то, учитывая (2.2) и усло
вие (2.9). можно записать

2/2 (о5Т, *.9Г) -- е:# ֊ о5Г)

где абозиачеио г

? Известия АН Армянской ССР, Механика, № 6 
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j 8 (Л) Sin2 W/J 

— •։

Если вектор о5 направлен в зону III (фиг. 3). то представим

2/., (В51 , - о5Г) = к(S£ ֊ ед՜ ) (2.17)

Выше показано, что /. есть неубывающая функция от 65, при фиксиро
ванном 65., следовательно, справедливо неравенство

(2.18)

Окончательно (2.11) и (2.12) принимают вид

֊ '>p{ = Ai - И) <2Л9>

'JP> — '՝Р7 в ^2 — *■$։ ) •’ ^3 (''$2՜ — ''5У )

где kt, k., k3 удовлетворяют неравенствам (2.15), (2.16), (2.17).
Эти соотношения получены для случая, когда нагружение происходи

ло по осн 5„ Они, очевидно, будут верны и для любого нагружения по лу
чу из начала координат, если считать компонентами векторов приращений 
напряжений и деформаций их значения в повернутой системе координат, 
в которой ось абсцисс совпадает с лучом нагружения.

3. Определение критических нагрузок. Покажем, что наименьшая на
грузка, при которой происходят разветвление форм равновесия для путей 
пропорционального нагружения, соответствует случаю, когда приращения 
напряжении направлены я зону ПН. где зависимость между приращения
ми напряжений н деформаций определяется деформационной теорией пла
стичности.

Пусть продолжения '>S и о5 
(2.2) имеем следующую связь:

направлены в зону ПН. Тогда из

•ч =^ед '>2 = (3.1)

где обозначено

Si - 8 (A) cos2 g3- \ g(h) sin2

Подставляя (3.1) в систему уравнений ( 1.5). получим следующее урав
нение для определения критического значения 5,.-

( Р- -Stfi -т — cos’ ® - sin2 с \ (55Г - o5i ) = 0 (3.2)
\ 2<7 1 -г 2Gtfa / 

из которого видно, что побочные продолжения возможны при
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(3.3)

Рассмотрим теперь случаи, когда хотя бы одно из побочных продолже
ний направлено в зону НН. Заметим, что система ( 1.5) не меняется при 
замене индексов «-}-» и «—•». Поэтому, не нарушая общности, для продол
жений и достаточно рассмотреть ситуацию, удовлетворяющую 
условиям (2.9). Тогда выполняются соотношения (2.19) и (2.20). Исполь
зуя их, для критического значения 5, получим

cos- ? Ч-
1 4- 26'Հ . „ 2ük.,

--------------   si ո* ՚Հ-------------- -—
1 4- 2Gk3 1 4- 2Gkz

со s ç> sin 9
(3.4)

Сравнивая значения критических параметров (3.3) и (3.4) и учитывая 
неравенства (2.15). (2.16) и (2.18), получаем, что нанранисе разветвление 
форм равновесия происходи I при побочных продолжениях, направленных 
в зону ПН.

На основании этого можно сделать вывод, что при пропорциональном 
нагружении ветвление процесса (потеря устойчивости) происходит при 
приращениях напряжений, направленных в зону, где соотношения «напря
жение—деформация» являются дифференциально-линейными. Именно эти 
соотношения и надо использовать при расчетах на устойчивость пластин.

Дифференциально-нелинейные соотношения, которые и представляли 
основную трудность при использовании сингулярного закона пластичности 
при вычислении критических нагрузок для путей пропорционального нагру
жения не участвуют. По всей видимости, такого результата можно ожидать 
и для более широкого класса путей нагружения.

Московский государственный университет
нм. М. В. Ломоносова Поступила 24 VI 1970
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II. մ փ и փ и ւ մ

Աշքսաւ» անրում ni սու մնասիրվու </ է ի դե ա լա կանա ։յ վ ա ծ ռայի դե!իո րմ ա - 
րիայի pbp'tu/yyi/f րի'իէ1էրկարք/>ան րեոնավորման մուկե//հոլյթի Վրm եղակիու֊ 
թ ni ւնն եր ով պլ ա ս տ ի կութ յան tu ես ni թ ,՛ ան չ ր ջ ա նա կ ն ե ր ո ւ. մ :

Ցքէւյց Ւ, տրվում, որ որոշակի պա յմ անների դեպքում ոչ դծային դիֆե
րենցիալ առն չութ յունները լարումների հ դեֆորմ արիաների աճերի միջև 
սալերի կայուն ութ յան ո ւս ո ւմն ա ս ի ր ո ւթ յ ան Համար կատարվող Հաշվարկեն֊ 
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րոլմ չեն օգinարչպւծվում հ կայունությունը որոշվում Լ ՈԱա ս ա իկութ յան դե- 
ֆո րմ աէ/իոն ա hunt [I յան հիման վրո>:

STABILITY OF AN IDEALIZED PLATE UNDER THE 
SINGULARITY LAW OF ELASTICITY

L. G. POPOV

S u m m a r y

I'he problem of bifurcation of the deformation process for an 
idealized plate with a loading surface singularity is considered in terms 
of the plasticity theory.

It is shown that tinder certain conditions at least, the differential 
nonlinear relation between stress and strain increments is not used when 
the plate’s stability is calculated and the stability is estimated in terms 
of the deformation theory of plasticity.
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