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М. В. БЕЛУБЕКЯН. Л. В. ВАРДАНЯН

О ПРИМЕНИМОСТИ НЕКОТОРЫХ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДО
В ЗАДАЧАХ КОЛЕБАНИИ ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕЙ 
ПЛАСТИНКИ В ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Рассматриваются гармонические колебания электропроводящей беек՛ 
ночной пластинки, находящейся в постоянном магнитном поле с векторе 
напряженности, параллельным срединной поверхности пластинки. Предп 
лагается, что материал пластинки не обладает свойствами намагничиваю) 
и электрической поляризуемости.

Результаты точного решения сравниваются с результатами, получен 
ными на основе приближенных методов определения возмущенного эле 
тромагнитного поля.

1. Бесконечная пластинка постоянной толщины 2А помещена в постоя 
ное продольное магнитное поле Нй. Упругие и электромагнитные свойсп 
материала пластинки характеризуются модулем упругости О. коэффицие 
том Пуассона V, плотностью р. электропроводностью ст. Магнитная прок
цаемость пластинки и среды, окружающей пластинку, принимается равно, 
единице (все величины и соотношения приводятся в гауссовой системе едк
ниц). Токи смещения в пластинке пренебрегаю™ я по сравнению с тэ«р
проводимости.

Исследования проводятся при допущении о справедливости гипотез: 
Кирхгофа о недеформнруемых нормалях и линейных уравнений магнии 
упругости [1].

Прямоугольная система координат (х. у, г) выбирается так. что коо{ 
динатная плоскость (х. у) совпадает со срединной плоскостью пластинки, 
направление оси ох — с направлением вектора напряженности зададног 
магнитного поля.

При указанных предположениях уравнения электродинамики для воз­
мущенного электромагнитного поля в области, занимаемой пластина 
(|г| ^Л), следующие:

ծհ: ծհ4 4^:о 4՜յ / /Հն ժ«» \
  у   е., =------ | Պ, ֊•-------2 ---- ) 
дх----------------- с-------------дг дх с \ с (Я /

дЬч 0հէ 4՜յ , /Հ, /Ժ« ժ2«> \ I
дх ду с с ՝ ()է / I

րօէ е — —• с1»у//— 0, спуе = 4я>
с (И

Здесь .'/(х. у. I), и(х, у, I), ш(х. у, I) —компоненты перемещения ср« 
данной плоскости пластинки. /1г, Лм, /ь, е։, еу, е. — соответствующие ком­
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поненты возбужденного магнитного (Л) к электрического (#) полей. По­
следнее уравнение из (1.1) служит для определения электрических зарядов 
?г, возникающих в процессе колебаний.

Для среды, окружающей пластинку (|з| >/?). принимается справед­
ливость уравнений электродинамики для вакуума

пИЛ"1 -1*Г.

I R. = 0, R, , - 2/|;Н° (Н°

с \ с о/ 2Л 3 /

с 01
гс>1 в = —

1
с (П

<1«у//'г> ֊ 0, Жуе^о. (е) = (1), (2)
(1.2)

Здесь индексы (1) и (2) показывают принадлежность соответствую­
щей компоненты возмущенного электромагнитного поля к областям 
и г< — к соответственно.

Уравнения (1.1) и (1.2) связаны общими граничными условиями из 
поверхностях пластинки

// = //•’’, ех " е1,՜1, ^ = <4'' ПРИ г = к

Н —Ь՝‘՛՛', ех — при г= —Л

Условия ( 1.3) означают непрерывность соответствующих ком.I •нет 
электромагнитного поля на поверхности разрыва при справедливости при­
нятой линеаризации | I |. отсутствии поверхностных токов (о<оо) [2] и 
пренебрежении намагниченностью (р = 1). На нормальную к поверхности 
разрыва компоненту электрического поля е_- никакие условия не налагают­
ся. Разрывы компоненты е» допустимы, так как в процессе колебаний мо­
жет возникнуть распределение поверхностных электрических зарядов.

Для компонент возмущенного электромагнитного ноля в среде, окру­
жающей пластинку, должны выполняться также условия затухания возму­
щений на бесконечности.

Уравнения движения пластинки имеют следующий вид:

о։и д՜^ 1 — у / О֊и \ ь (1 — V2) 0" и I—՝'2 »
^—֊ + —7-1 + ֊ 1

ох։ \дхдудхду 2 Оу/ Е О1՛2 Е

֊4
д-и , 1-» / 0'и , О'У \ р (1 — V2) дгг> 1 ~ ' R (14)

дхг/оу~ Охоу 2 ^.ОхОу е ое Е

о,^+2;.а^֊я..+^+!ь
<№ Ох Оу

Записанные в правой части уравнений ( 1.4) силы и моменты, обусловлен­
ные взаимодействием электромагнитного поля с движущимся проводником, 
согласно [1|. имеют вид
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2W/0 / Н* Оц? . 1 / 

с \ с dt 2Л J 
л

т, — О, '2№Н(, ( W_o
Зе с d։jdi

Приведенные выше уравнения и граничные условия полностью опреде­
ляют рассматриваемую задачу магнитоупругих колебаний пластинки.

2. Для поставленной в первом пункте задачи рассматриваются реше­
ния следующего вида:

q q^exp i(*»t кгх — lay), Q Qo (z) exp /(՝•>/ A։x — lay) (2.1) 

где через q обозначена любая из компонент перемещения точек пластинки, 
через Q(?)—любая из компонент электромагнитного поля. Q9(z) подле­
жит определению удовлетворением уравнениям и граничным условиям за­
дачи.

Подставляя (2.1) в уравнения (1.1) и (1.2), решая получающиеся при 
этом обыкновенные дифференциальные уравнения, удовлетворяя условиям 
(1.3) и условиям затухания возмущений при г—оо, находим соответствую­
щие для компонент возмущенного электромагнитного поля функции Q»(z). 
выраженные через v0, W„. Ниже приводятся лишь некоторые из них

H°!l(yv+4'v’)cbi։՜
1 i (£? — A-il/vj

4~

4 sow
e2o —-----------

v։c
Ы/Vsh г

i(ki 4- к?) ch v,z \ 1 
cs “ / <՛"

A։„ —. -i>, 
vic ՝ 7o ch v։/i -|- Vj sh v։A /

«V» == Ho | + <?Л/։) w0 -t- v0 | exp v0 (Л z)

k,M^. i{k' expv0(A ; z)

Л=о —
_____ 4^3u>£: sh '^/i 
v։c’ (vf, ch vtA ‘-VjSh 'AjA)

//owoexpvo(/j -P z)
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Здесь

1
7ЛУ.О

V? -- А- 4- к} 4- „э.
с* с*

а 4“О . . /а> , . Л 4’5 . , /»> , .
О —----- 8П Уг/Н------СП *։Л, о։= ----- СП >։Л --- 5П '\П

Ъ ’'о \ -'о

1 4~ к*) к ։ А՛1 Л д_ к[ I к'> \ I
Л ' 4™<Л ՝Ч /I

/՝» У) 4до£ф'$Ь у,Л , I
2’5 (у0 ей ухЛ 4* ՝4 зЬ ухЛ) с2 1 0

1 Г(Й + А1)Л , . 1 /. , Й+Йч , ,1
։Л — -х--------- ,-2— ел -лА------- (14--------- г,— ) §й у.Л

3 [ 5 V, \ у; /

В (2.2) верхний знак соответствует индексу (с) —(1). нижний — 
(е) = (2).

Подставляя (2.1) в уравнения движения пластинки и учитывая (1.5)
и (2.2), получим следующие уравнения. определяющие частоты колебаний:

I 1 — у ,, р(1 — V2) п у + 1 , . _
к\ 4- —— А.;---------- — »>- 4- ֊֊— к}к2ъ0 = О

аЬ /2» Л

1 и.
2 1 Е

1 ՝/- 2з/и)

4 ТСи
^-(а;4-^^у,а к,к^ц = О (2.3)

2з?шА , । АЗЛ
И(к1+ к^ - 2՛^ = ֊ —я» 1 + -у- +

А2 \-Г ^^ЙЛЛ

Л’ (у։ А ей *։А — яй ухА) (2.4)

Приравняв нулю детерминант системы уравнений (2.3), получим ха­
рактеристическое уравнение, определяющее частоты продольных колеба­
ний. Уравнение же (2.4) определяет частоты поперечных колебаний. Заме­
тив. что задач։ нахождения частот поперечных колебаний отделяется от 
задачи нахождения частот продольных колебаний, в дальнейшем будем 
рассматривать в основном частоты поперечных колебании.

3. Уравнение (2.4) является трансцендентным и его исследование свя­
зано с большими трудностями. Наиболее естественным приближением для 
решения уравнения (2.4) является упрощение, связанное с использованием
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(точнее — с более последовательным использованием) тонкостенностл пла­
стинки. Для этого правая часть уравнения (2.4) разлагается в асимптоти­
ческий ряд по параметру |\’,|А и оставляется первый член асимптотическо­
го разложения, что будет означать пренебрежение членами 
| у, | А2 по сравнению с единицей [1]

порядка

(3.1)

В приближении (3.1) соответствующие функции <?0(2) для 
возмущенного электромагнитного поля получаются в виде

комионе։

4-5г<вАг։Л
с.,« — - --------у-----сб0 /л М1 + 'оА)

.. Л. 77՜ и’о
‘''о

4по/։

в,« - —

?(<■» /1,0

<՛•

*?а + *оА)
>5 (70 + АУ*)

е-о =------- Но к

Лдо= —— 
%с-

л(е>; 
.»О

гги0 — 1Щ

А.Д1

Но

4֊оА’А

0 ь ау?

4т:з/р>Л1/1 . . /

‘«А2Аов 
“4^7

4псАп <чь0
уг zwQ -4- -------

>4-^Л 4й370

А-о —
4“Зи>/;1Л

С'о *?А) с‘
(3.2)

4^зД.>дг1Л

4-О7<и>л/1

А-.(1 •- у0А) 

>о 4- ’^А

Ж1֊НоА) 

‘>0^0 4 >?Л)

ад0 х -— щ 4-з
ехр (А ч г) /0

и’° 4Т7ГехР7о(А^2)

=о

4-сю/| 

\с

4пзАмА
77=֊ >ос

А2«'о ±

4-^;л

4-зу0 *’о
| Яоехр^(/1 ։ г)

4паА«>£1А

го ч- л 

41гсА3А

«’о 4т:зу0
и0 ехр у0(А •՛• :)

%с'- \7о -1- 7?А
ц>§о 

4-зу0

+ ~4^Ь 2и°

с о

А У ±

1 —

4*М

(г) 4^г/\.>А1А
А*° = . Ла\7= ^«'о ехр Уо (А -г г), °0 4-=у0А /<•>

В отличие ст (2.2). здесь приведены выражения для всех компонент 
возмущенного электромагнитного поля.
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Характеристическое уравнение (2.4) приводится к следующему алге­
браическому уравнению:

2АзЛчг4«Л?Л(1 ±^А) 1 2
О(ЛН^=-2:-л- ֊^֊ +<3-3>

Если в выражении для Уо- из (3.3) пренебречь членом 0)х/с2. то полу­
чится алгебраическое уравнение четвертой степени относительно ш. В част­
ных случаях, когда колебания не зависят или от координаты у(А. — 0) или 
от координаты х(£, = 0), характеристические уравнения, соответствующие 
уравнению (3.3). получены аналогичным образом и [3, 4]. В этих же рабо­
тах приводятся графики зависимости частоты колебаний и коэффициента 
затухания в зависимости от напряженности начального магнитного поля 
и электропроводности материала пластинки.

4 Решение задач магнитоупругих колебаний пластинки значительно 
упрощается применением гипотезы магнитоупругости тонких тел [I, 5]. 
Эта гипотеза, наряду с гипотезой Кирхгофа, предполагает, что нормальная 
компонента Возмущенного магнитного поля и тангенциальные компоненты 
возмущенного электрического поля не меняются по толщине пластинки ч 
аналитически записываются в следующей форме:

иг — и(х, у, () г-----. «у = у(а', у, /) — г и-. ад (х, у, I)
дх ду

(4.1)
ех = «(х, у, I), е9 Ь(х> у, /), А- /(*, у,')

где ах, Ну, и- компоненты вектора перемещений частиц пластинки.
Используя (4.1) в уравнениях (1.1), (1.4) с учетом (1.5) и осредняя 

их по толщине пластинки так, как это делается в [11. получим связанные 
линейные уравнения движения пластинки и электродинамики в области, 
занимаемой пластинкой, которые после исключения неизвестных функций 
ф и ф можно привести к следующему виду:

&и d'v \—՝>/O՝v . 0ги\ (’(1—*,‘) Оги ------- i- V--------- J--------- /----------- --- ---- J хг -------- ------------ — 
дх՛2 дхду 2 хдхду Оу2/ Е dt2

d2v . д*и 1 — » / О'и ô'՝v \----- I v -------  | -------  I---------- 1------- ) 
ду- дхду 2 \дхду дх- /

(4.2)

п 3 n,i d'w — Л^0 А? - A; д/
2А дх

/г О / о h,, Ау_____ о_ А» — А, \
3 Оу ՝ дх 2А ду 2Л /

(4.3)

. . 4по df д Л,: — А, . д Av — Ад 4-о w д-ги 
е 01 - дх 2h '՜ ду 2Л С’ cdtdx

4 Известия АН Армянский ССР. Механика, № 6
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Здесь А.,, /}?, Л7> Аа -неизвестные пока значения соответствую­
щих компонент возмущенного магнитного поля на поверхностях пластинка 
? = ± А. Остальные компоненты возмущенного электромагнитного поля в 
области, занимаемой пластинкой, выражаются через входящие в уравнения 
(4.2) и (4.3) искомые величины следующим образом:

________с ( Ъ Ц_\
• 4г Д 2А ду’'

с_(_Ы___ ^ д̂1\
4 по \ 2А дх/ с (11

!։,
А,4՜ 4֊ А? , л: А, 

=------ о---------- ֊-------- 7П------ 2

и / Ау Лу
Ох \ 2

Ау 4- А« ку — Ау
2 ' 2А *

(4.4)
А, - а; \_2А г)

Ау

д ! /С -АГ Ад! -А, \ I И,, „ <)-՝м \
ду \ 2 * 2А 7 Г с \о1 " дуд( /

Система из четырех уравнений (4.2), (4.3) содержит восемь неиз­
вестных функции«, и, ш,/, А*, К,, Ау, А«, поэтому ее необходимо рас­
сматривать совместно с уравнениями электродинамики (для среды, окру­
жающей пластинку) (1.2) при общих граничных условиях на поверхностях 
пластинки (1.3) и условиях затухания на бесконечности. Представляя иско­
мые функции в виде (2.1), легко получить решение задачи. Указанное ре­
шение в точности совпадает с выражениями для компонент возмущенного 
электромагнитного поля (3.2) и характеристическим уравнением (3.3). От­
сюда заключаем, что для рассматриваемой задачи гипотеза магнитоупру­
гости тонких тел применима при условии | | А2 <£ 1.

Частные случаи, когда колебания не зависят или от координаты 
у(/г2 = 0), или от координаты л(А, — 0). на основе (4.1) были ране? рас­
смотрены в [1,4].

5. В работе 161 предложены допущения о характере изменения возму­
щенного электромагнитного поля в вакууме вблизи от поверхностей пла­
стинки 2 = ±А. которые в сочетании с гипотезой магнитоупругости гонких 
тел еще более упрощают решение задач магнитоупругих колебаний. Э и до­
пущения для данной задачи следующие:

к',1 = А',1' (х, у, I), /։[,*' А$,։) (.V, г/, /) при А < А 4՜ '

А',‘։ = к,'! (х, у, /), Л'у' Ау՜' (-V, ?/> О при — А — /■ < г <. — А

е?’(/• + >.)«₽"’(Л), 4’’(А + Ч 4'*(Л), М"(Лч ■■) А‘1’(Л) (5.1) 

где л— некоторый характерный размер (в частности, длина полувол­
ны [6]).
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Исключая компоненту е?1 из уравнений (1.2). осредняя полученные 
уравнения по толщине /. и используя граничные условия (1.3), найдем [6|

и(л;+л,)-=о, □ <л, + м ֊ о. □ —+ ——
Ox՜ (!yi с~ Or

л;֊ л.) —\ — (f — У-\ + ——— W
>. | дх \ 4« Й) 8-,h <)։ c of-

(h, h4) A ^֊('/֊֊L^)4֊A֊-^.(Ai;-,v) (5.2) 
>■ Oy \ 4-a Ot / Sr.sh at

Уравнения (5.2) вместе с уравнениями (4.2) и (4.3) полностью замы­
кают рассматриваемую задачу .магнитоупругих колебаний пластинки Та­
ким образом, гипотеза магнитоупругости тонких тел в сочетании с допу­
щениями (5.1) позволяет свести пространственную (трехмерную) задачу 
магнитоупругих колебаний пластинки к двумерной. Отметим также, что 
уравнения (4.3) и последние два уравнения из (5.2) можно рассматривать 
независимо от остальных уравнении, что. в частности, означает отделение 
.•адачи определения частот поперечных колебаний от задачи определения 
частит продольных колебаний.

Представляя функции w, /, /»,’ — Л, , Ау՛ - /»7 в пиле

</ — с/0 exp i (•՛>/ А։х — к2у)

подставляя в уравнения (4.3) и в последние два уравнения из (5.2). после 
некоторых преобразований получим характеристическое уравнение, опреде­
ляющее частоты поперечных колебании

2/13/10 । 4"оЛ?Л (1 4֊ ) 1 3
О (к] 4- &?)"— 2рЛ«։2 ------ тут---- ■■՛: г -------------- ГТ------ 77------- 4՜ А*» \Но1 - с- (4-оЛл 4֊ до) | 1,0.4-՝^л

(5.3)

Если за характерный размер принять Л = V՜1, то уравнение (5.3) 
совпадает с характеристическим уравнением (3.3). полученным без исполь­
зования допущений (5.1). Пренебрегая в выражении V, членом т։/с\ полу­
чим для характерного размера выражение

■ ■ л=(Й + ЙГ»
Таким образом, принимая в допущениях (5.1) за характерный раз­

мер л указанное выражение, получим достаточно хорошее приближение для 
определения частот колебаний данной волны.

Еще раз отметим, что гипотеза магнитол՛ пру гости гонких тел в соче­
тании с допущениями (5.1) позволяет свести пространственную задачу 
магнитоупругих колебаний пластины к двумерной. Это дает возможность 
получить решение задач магнитоупругих колебаний также для пластин (и 
оболочек) с конечными размерами. Решение одной частной задачи магни­
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тоупругих колебаний конечной пластинки на основе гипотезы магиитоупру* 
гости тонких тел и допущений (5.1) приведено в [4].
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ՄԻ ՔԱՆԻ ՄՈՏԱՎՈՐ ԵՂԱՆԱԿՆԵՐԻ ԿԻՐԱՈ-Ե1,ԻՈԻԹՅՈԻՆ(1 
ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ԳՏՆՎՈՂ 

ԷԼԵԿՏՐԱՀԱՂՈՐԴԻՉ ՍԱԼԻ ՏԱՏԱՆՈԻՄՆԵՐԻ հՆԴԻՐՆԵՐՈԻՄ

Ս. մ փ ււ փ ււ ւ ։>'

Դիաարկվում են էլեկտրահաղորդիչ անվերջ ասլի հարմոնիկ տատանում­
ները, երր սէսլր գտնվում է իր միջին մա կերեու յթին ղո ւդահեո լարվածության 
վեկտորով հաստատուն մադնիււական դաշտում ։ ենթա ղրվ ում է, որ սալի 
նյութը չունի մագնիսականացման ե էլեկտրական բևեոացման Հատկություն֊ 
ն ե ր ։

ճշգրիտ լուծման արդյոէնրներր համեմատվում են դրդոված էլեկտրա֊ 
մագնիսական դաշտի որոշման մոտավոր եղանակներ ի հիման վրա ստաց֊ 
ված արդյան բների Հետ։

ON APPLICABILITY Ob' SOME APPROXIMATION METHODS 
IN PROBLEMS ON ELECTROCONDUCTING PLATE VIBRATION

IN THE LONGITUDINAL MAGNETIC HELD
M. V. BELUBEKIAN. L. V. VARDANIAN

Summary

Harmonic vibration of an electroconducting infinite plate in ihe 
constant magnetic field parallel to the plate’s middle surface is consi­
dered.

The results of the accurate solution arc compared with those ob­
tained by the approximation method.
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