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КОЛЕБАНИЯ ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕЙ СФЕРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ В РАДИАЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В работе [1| на основе гипотез магннтоупругости тонких тел [2. 3| (з 
предположении, что влиянием токов смещения можно пренебречь) получе­
ны двумерные уравнения магиитоупругос ги сферической оболочки, находя­
щейся в произвольном неоднородном магнитном поле. Гам же. с помощь! 
указанных уравнений, решена задача колебании сферической оболочки 
стационарном радиальном магнитном поле.

В данной работе рассматривается та же задача на основе трехмерны 
линеаризованных уравнений магннтоупругости. Совместным решением урав­
нений магннтоупругости оболочки и уравнений электродинамики для срс- 
ды, окружающей оболочку, при общих граничных условиях на поверхности 
раздела двух сред и условиях на бесконечности, определена нормальная 
компонента индуцированного магнитного поля во всем пространстве. При­
ведено характеристическое уравнение относительно частоты упругих коле­
баний оболочки. Остальные компоненты индуцированного электромагнит 
кого поля определены в случае осесимметричных колебаний. Полученные ре] 
зультаты сопоставляются с соответствующими результатами работы [1| 
оценивается точность гипотез магннтоупругости тонких гел для дання 
задачи.

I. Изотропная замкнутая сферическая оболочка постоянной толщин 
2А и радиуса /?. изготовленная из материала с конечной элсктропроводн։ 

стью о, находится в стационарном неоднородном магнитном поле /7й(у), 
вектор напряженности которого перпендикулярен к недеформирозанко! 
срединной поверхности.

Принимается, что магнитная и диэлектрическая проницаемости мате 
риала оболочки и окружающей среды равны единице (р=е=1).

Ортогональная система координат (а, р. у) выбрана так, что средин 
пая поверхности сферической оболочки отнесена к географическим коордк 
матам а, р (а — угол долготы, р — угол широты), а у направлен! 
по нормали к срединной поверхности. Тогда для коэффициентов пер­
вой квадратичной формы и для кривизны срединной поверхности будем 
иметь А=В. В = /?Б1па, — В . В последующем ради сохранения
симметричной структуры получаемых выражений приведенные выше зна-, 
чсния А и В в расшифрованном виде не будем подставлять, однако будем, 
помнить, что А — величина постоянная, а В не зависит от 3 Н< 5].

В отношении тонкой оболочки принимается гипотеза недеформируем! 
нормален.
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Задача решается в предположении, что для среды, окружающей обо­
лочку, справедливы уравнения Максвелла для вакуума.

Вектор напряженности невозмущенного магнитного поля Но определя­
ется следующим образом:

Но

(I 4- W п1

ионлетворяет уравнениям магнитостатики 
непрерывности на. поверхностях оболочки.

(1.1)

rot//0=0, divH0- 0 и условиям

В (1.1) Н.:— величина вектора напряженности магнитного поля на 

срединном поверхности (у = 0). пг — единичный вектор п направлении 
координатной линии у.

Принимая упругие и электромагнитные возмущения малыми, после ли­
неаризации для рассматриваемой задачи получим следующие исходные 
уравнения и соотношения [I].

Уравнения магнитоупругости в области, занимаемой оболочкой 
( Л<Т<А)

гм7<'> 4ет ;<•■> ՛ 1 н 1. 1 д~е'п

1 dw \ _ ;>(1 — у“) дги  1___ г- / , \
А оз е дГ 2Eh'՝ r)

rot п —----- е -----------— • По 1--------- -—
с с Ot | с 01

(1.2)
rote(" = - div?0-- О

с dt

+^1-
R R

В

oh h2 d
3R*d$

2) w -Hl ֊ v)֊- 
A О т.

, 1 — v / и_____ ? (1 ',z) 1 v2/ Ws\
/? I? ~B d'i)՜ E oE 2Eh\h r r)

3R1
1 .\/л -

\֊՝r

2Eh
±J±(ani) +
А В di

R

Здесь// и есоответственно векторы напряженности индуциро- 

ванного магнитного и электрического полей, И (и., щ, ) — вектор 
перемещения частиц оболочки, и, V, и> — тангенциальные и нормаль­
ные перемещения точек срединной поверхности, Е модуль упру­
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гости, v коэффициент Пуассона, р — плотность материала оболочк) 

с — электродинамическая постоянная. O(qx, q(]л), т (mlt т.,, тл) 
силы и моменты электромагнитного происхождения

л а л
Чх = Я»*Т. <7։ f Чх |

-А ’* -Л

R(K„ И.. — ё"' — °- wj Н„
с с 0I I

° гь[т-(йи) 4<Ли>
А Ь [ 0л <?£

Z — ]— I — (Ви) (Ли)
2АВ | <7°

А>: I d / В rf_\|

лв|л\лл/’г^\ваз/|
Уравнения электродинамики для вакуума в областях 

(-В<-Г<֊л, ֊>A)

rot li' ' = — -------—• div e ՛" = 0
c dt

- 1/9 A(-r) — ПлЭД
roteu) = -— —. divA<" = 0

c dt

где Л и e соответственно векторы напряженности индуцирован* 
ново магнитного и электрического полей, причем индекс е = 1 отно­
сится к области 7 Л, а с — 2 — к области f < Л.

Таким образом, трехмерная задача магнитоупругих колебаний сфер»՛ 
ческой оболочки свелась х совместному интегрированию системы уравне* 
иий (1.2). (1.3) и (1.6). решения которых должны удовлетворять следую­
щим граничным условиям на колеблющихся поверхностях оболочки:

/?#) = ЛЧ при 7= Л (1.7)

а также условиям затухания возмущений на бесконечное г и и условиям ог- 

раниченностн в области у< ֊ й. В (17) •՛ —векторная составляющая

вектора с. параллельная касательной плоскости к поверхности оболочки г 
рассматриваемой точке.
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2. Подставляя (1.1) в уравнения движения ( 1.3) и пренебрегая танген­
циальными составляющими сил инерции, с учетом (1.4). после некоторых 
преобразований получим

(И 1 V)0 -1 ( — Д 4- 1 Л (А I 2) и. —
R \3/?2 /

зН1к: д д, 2ш . А» \

01 V * ' Я3 / 2рАсас?,
- О

1 д՝ш

Ч. дР

14^ ± Л> _ ?5£.+ ± лто\ ДЙ* ± С X = о 

рссо# д/ \ R ЗR / 2рЛс2со д( ,՝ г
-к

(2-1)

Здесь с0 = [£’/р(1 V3)]' скорость звука в материале оболочки,
г- /?тЪ

В систему (2.1) входит только нормальная компонента индуцирован­
ии и магнитного поля. Эго означает, что для решения задачи магннтоупру- 
гих колебаний оболочки из компонентов индуцированного электромагнит­
ного паля необходимо иметь лишь/// . Из уравнений (1.2). (1.6) для опре­
деления нормальной компоненты индуцированного магнитного поля во всем 
пространстве легко получить следующие уравнения:

в области, занимаемой оболочкой.

(М‘ 2 дФГ0 , 1 1гЬ(/) 4- <>Ф(0 1
дг9՜ R дг г г- ‘ с- <)( с֊ д(а ~

4ла/7(1/?'֊ 0 Л 2 то 1 . \=----------2-----------Ди» г 5--------— Д™ )
ст' сН \ R R ) (2.2)

в области вне тела оболочки

д-Ф(е) 2
дг9 г дг

4дф(*> 
г՜

1 ^Ф1'1 
с2 д(-

(2.3)

е поверхностными условиями [6]
[ Фга_ Ф " '■■'֊֊֊-

Ог
ОФ՛'՝ 

дг
при Г = R + /1 (2.4)

где

Ф = гЛт (2.5)

Остальные компоненты индуцированного электромагнитного поля 
определяются из уравнений электродинамики (1.2) и (1.6) при условиях 
(1.7).
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Таким образом, задача магнитоупругих колебаний оболочки свелась 
совместному интегрированию системы уравнении (2.1)—(2-3). решениях 
торых должны удовлетворять граничным условиям (2.4). условиям одн 
значности на сфере и условиям ограниченности в области |у| >11.

3. Решения уравнений (2.1). (2.2) и (2.3) представим в виде
жения

w=e"' 3w„r„(a,3). 
л =i

Ф(0=е ' 2Ф?>(г) ГД«, ?),

^ = е ‘ ?)
—* 

л—1 

со
Ф<”’ е՛"' У„(». ?) (3.1

л —■1

(’> fO — M {^t,к cos r Bnk sin k'i ) (cos ? )
<r=O

где to — частота колебаний, /1ЛА и — коэффициенты Фурье, определ 
мыс формулами

2г. с

= I 1 0) (cos a) cos кЗ sin id*di
II ь. г J J

о 0

2c =

ЯР 

о о

2^4 (л 4- к)!

sin к.3 sin

. 12 при к = О
Is* = {, , л

’ . ՝гах
I d

2"л! dx‘
[(х* • 1)"|— полиномы Лежандра.

Подставляя (3.1) в уравнения (2.2) и (2.3), для определена 
Фи? (г)> Ф՛/1 (г) получим обыкновенные дифференциальные уравнения

2 л T 1 (л к)!

d^> , 
dr2 +

d^

dr2

2 t 2 , A
dr

2</Фк')
dr

<1^=0 
r՝ /

(3.2

Здесь

о
UI2

= v2 -1'1 to •
4՜ 5lt»
~7՜ л <л 4֊ 1)с
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г / , 4-5/70/?-<» /о ля—2 \
/» И =------- --------- ( >п------- о՜ п’я ) г ~ 'пи>п

с‘г~ \ К /

Уравнения (3.2) интегрируются п функциях Бесселя чисто мнимого ар­
гумента [7]

Ф1.'1֊ Г ՝\а"1„ хаМ 1 ^К^^А-ГАг)]

<№ = г |;г[Л‘Ч..,2(^г) Л'’К, + „,(у)| (3-3)

Г

К (г) — $*-/п ($) [1п ц-2 (*։г) л.ц-1.2 (՝'.$) — Л'„ и:2 (>р) АмТ2 См)] «А*

Я-Л

Известно, что функция К. в начале координат имеет особенность, 
й функция А неограниченно возрастает при г—»оо, поэтому следует 
положить .4г.1) = В'„‘ — 0. Удовлетворяя граничным условиям (2.4), оп­

ределяем остальные постоянные, интегрирования и, следовательно, 
интересующие нас. величины Ф„ ՛, Ф՛,". Выражения постоянных инте­
грирования и указанных величин ввиду громоздкости здесь не при­
водятся.

Принимая |>0А'|<^1 и используя асимптотические фор­
мулы функций Бесселя, выражения для Ф!Д Фл1 упрощаются и при­
нимают вид

Ф1” = 'ф.[<1.(г) ш„ + 6„(г)0„] 

гьп

■ ф<|>=:^!.[ап(Г1)я,л + 4„(Г1)8„]^у"' (3.4)

фР) [Оп (Г։) №. + Ь„(г2)«.](—}"
Г^п \ Г2 /

где введены обозначения

% — (^п -г + [л՝*։г2 - (я 'Ь !) V։]
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Подставлял (3.4) в (2.5). с учетом (3.1). найдем величину нормаль­
ной компоненты напряженности индуцированного магнитного поля во всей 
пространстве

1
А- — У Ф„ (г) У„ {л, р) ехр («»/) 

Г л—1
(3.6)

В силу (3.1) и (3.6) из системы (2.1) получим характернстнческс
уравнение относительно частоты колебаний оболочки

сЬ (Х„ 1 н- V)
•-патл
2№п

°ос1;'1гп(2и, .. 5(}?ос5<2:л л
3(^-1 * •4"> * сЬ(>,։-1 ; 7)‘”-и

где

0։о 1 • а:« 2а2л А — ) 4֊
2Лг. \ 6 /

азл/?։ 2адв/?2 / >„А2\, —— --------------- I 1 •--------- 1
/г А= \ 27?*/]

'•"Д*” Л ,п^։ \
2АЗЛ \ ЗЯ2/

2 О у ֊.
с ' я У4яр

п [‘ал (г) САп (г)
Я1/1 — А ---- — (1г, 0.2,---

оС‘|«л(г) . Г 7б„(г) ,
аз,. К е/г, а։„ I -- ---- — в г

Л г .1 г1

Определение остальных компонент индуцированного электромагнитно­
го поля в общем случае весьма затруднительно. Их определение существен­
но облегчается в случае осесимметричных колебаний (возмущения не зави­
сят от координаты = Аз е, е7 0). В этом случае из уравнений 
электродинамики (1.2). (1.6) в силу (3.6) найдем
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1 д / 1 \ а / I V»/ »
е₽= — — ( -- -- ) У — Фя(г) Уп (х)ехрш/

с д/ \ А ил / ~։ /.я

А. =~-^—У—ФЛ(г) К,'.'(а) ехр (<•*/)

Здесь Л°(а)= Г„(а, В)|А_0,

4, Рассмотренная здесь задача на основе гипотез магнитоупругости 
тонких тел была решена в работе [1]. Получены формулы для определения 
компонент индуцированного электромагнитного поля и характеристическое 
уравнение относительно частоты упругих колебаний оболочки. Выражение 
компоненты А; и характеристическое уравнение, полученные в работе [1|, 
имеют вид

А?’

п 4т:з<.)//0/?2 / 2о>„\ ,
=-------------------- ( б՞ («» ехр («>/)

п'՜ \ К /

(4.1)

1 -г Ар’>л + -г 6а«>; = 0 (4.2)

где

I Ьх= + 1 Г)| '՜" ՝ (>Л՜ 2)0--И-у) +
6/е- (1 ֊>) 

/г

, -2-2 02 
'п "'о со

Зс/пС"՛ (л„ — 1 4֊ •/)
МИ^-2)62 = 1

о* ЯЕ 1 4-о8(>ч»-1)г _1о__ г >« А֊
/,» 1 + ՛' * § "" ' 3/?2(1֊^3)

н 4т;<зо>/?՜-՛ (2п 4֊ 1) R
\ = ------ Г— - -----

Здесь у — удельным вес материала оболочки, — ускорение силы тяжести,
—частота собственных колебании сферической оболочки в вакууме при 

огсутствми магнитного поля.
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Приведем также выражения остальных компонент индуцированног 
электромагнитного поля в случае осесимметричной деформации

ր<՚> .֊= ճ А (Ն у - 2 (Հ'3 сл\л*/£с

л'-'‘=4г ճ-ր-!1 (2п+пт1°;
а *«1 2'-1 л I

Ад* + Л г )

3? = <ЛЬ-о

Принимая формулы (3.6). (3.9) и уравнение (3.7) совпада­
ют соответственно с формулами (4.1), (4.3) я с уравнением (4.2).

Таким образом, точность гипотез магнитоупругости тонких тел для 
рассматриваемой задачи характеризуется условиями

I >։Я|»1. |*?л։|«1

Институт механики АН
Армянской ССР Поступила 19 ւ 1977

Գ. Ь. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ. Դ. Լ. ԱԿՐՏՅՅԱՆ

ԷԷԵԿՏՐՈշԱՂՈՐԴհշ ԴՆԳԱՅԻՆ ^Ա՚ԼԱՆ^Ի ՏԱՏԱՆՈ ԻՄՆԵՐՐ. 
ՇԱՌԱՎԻՂԱՅԻՆ մագնիսական դաշտում

Ա մ փ и փ ո ւ մ

Աշխատանքում մաղնիսաաոաձղականութ/ան եոաշէսփ ղծայնացվսււ 
հավասարումների հիման վրա ուսումնասիրվում Լ ղնղային թաղանթի մաղ- 
նիսաաոաձղական տատանումների խնղիրր ստացիոնար մագնիսական ղա^* 
տում, երր մագնիսական ղաշտի լարվածութշան վեկտորր ուղղված Լ թաղան­
թի միջին մակհրեու յթին ուղղահայաց։ Համատեղ /ածելով թաղանթի մաղ- 
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նիսաաոաձգա կանո՚թ յան հավասարումները նրան շրշա պա տող մ իջավա յրի 
> jl/կսւրոդինամիկայի հավասարումների հետ, որոշվում է ինդուկցված մագ­
նիսական դաշտի նորմալ րաղադրիշր։ Թաղանթի առաձգական տատանումների 
Հաճախականության որոշման համար րերվամ 1, խսւրակտերիստիկ հավասա- 
րումւ ենդոլկցված էլեկտրոմ ագնիււական դաշտի մյուս ր ա դ տ դրի ;ն ե ր ր որոշ- 
վոէմ են աոանցրասիմ ե ս՛րիկ տատանումների դեպքում ՚

ներված արդյունքները համեմատվում են այն արդյուն քների հետ, որոնք 
տոաըվում են նույն խնդիրը ըարակ մարմինների մ ա գն իսա առաձգ ա կան ութ յան 
հիպոթեզի օդնությամր լուծելիս ե գնահատվում է նշված հիւդոթ եղի ճշտու­
թյունը դիտարկվող խնդրի Համ ար՛

VIBRATION OF ELECTROCONDUCTING SPHERICAL SHELL 
IN THE RADIAL MAGNETIC FIELD

0. E. BAGDASARIAN. P. A. MKRTCH1AN

S u in in ary

1 he problem of magnetoelastic vibration of a spherical shell in 
the stationary radial magnetic field is considered. The normal compo­
nent of the induced magnetic field is determinated all over the space 
by means of a simultaneous solving both the magnetoelasticity equations 
of shell and the equations of electrodynamics for environment of the 
shell. The characteristic equation of the shell elastic vibration modes 
is derived. The other components of the induced electromagnetic field 
are obtained for the case of axisymmetric vibration. The results obtai­
ned arc compared with the similar ones of the same problem solved 
by means of the hypothesis of magnetoelasticity of thin bodies, and 
the accuracy of that hypothesis is estimated.
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