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РЕШЕНИЕ ОДНОМЕР! Юй ЗАДАЧИ НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ 
ФИЛЬТРАЦИИ ВОДЫ В ДЕФОРМИРУЕМЫХ ГРУНТАХВ отличие от основных уравнений теории фильтрационной консолида­ции. базирующихся на законе Дарси—Герсеванова [1. 2J. в работе [3] по­лучена система уравнений неустановившейся фильтрации жидкости в де­формируемых грунтах, базирующаяся на законе Дарси. При выводе выше­указанной системы уравнений учитывается собственный вес грунта.i 1шкс дается решение системы основных уравнений, приведенных в [3]. при следующих предположениях, часто применяемых в практике, а именно «' = cons’, fl—cons', коэффициент фильтрации нс зависит от Z, вместо пе­ременного коэффициента пористости берется некоторый осредненный коэф­фициент еср. Тогда вместо основной системы уравнении теории фильтра­ционной консолидации получим следующее уравнение:

дН (1+Svp)'-’ [ a(/-a)(7-7j <W 
dt ~ a; k drПредставляет интерес решение уравнения (1.1) для случая устройства водохранилища при условиях

H{Z, 0) = ֊^'/71 2-f-//t-|֊A0, //(/, /) = /_|_Ло = я2։ //(О, 0 = Ht

(1.2)Если величины /7, и /։и будут заданными функциями от времени, то нужно интегрировать уравнение (1.1) со следующими условиями;
H(z, 0) = —М + Ао, /7(/, /) = / + М0 = ?Ю

/7(0, = (1.3)где //, и !i„ в начальном условии являются значениями соответственно функций Ht(t) и /!<>(/) при 7 = 0, I—мощность слоя грунта, h0— глубина воды в водохранилище.Перепишем уравнение (1.1) в виде
дН . . Q .д'Н .. ..77=(“+Wd? (1.4).где

*(1 + М* , к{-, I'Jl о *(и—7) а =--------------- ---------------- , р =--------------
аТ I 1



68 Р. М. БарсёгяпПрименяя к уравнению (1.4) и к условиям (1.3) преобразование Лап­ласа по времени, после подстановки а+Р* л получим задачу (1.5) — (1.6)
</2/»  р/г _ (х)с/х2 ?2х р2ХЧ--з+.Ч = ’?</’)

(1.5)
(1.6)где

•Их) = /7(-^-% О). /> (х, р) = е ''Н(К

и

НМ «(/) '%(/)<//оДля однородного уравнения, соответствующего уравнению (1.5). линей­но независимыми решениями являются
Л, = /х/,(0) „ Л,= ?ТГ։(9)где 0 = 0 рХ » а .А (֊0 и (0) — функции Бесселя первого порядка«соответственно первого и второго рода.Общее решение уравнения (1.5) дается формулой

Л-Гх^ДО) ֊-[•? (>-)/7 У։(0)с/х ь

(1.7)

где С, и С. произвольные постоянные.Подставляя в (1.7)
■?(х)Г/х /г(6)(/х

■и*) = н( —О \ = (------+ /7, + Ло = хи ֊и,\ ? /где /֊Н, «(#,֊/) и ,« = —» =---- -----  1Я. + А,после вычисления интегралов я с помощью граничных условий ( 1.6) полу­чим
I, = I )/ГП/ [pH. (р) -

֊ хп - -ш] [ У, (0) - Л (02) У, (0)] -1
1 а [Р5 (р՝! - (а ?/) V - «.] [Л (9.) У, (9) - Г, (О,) ,/։ (9)] ( (1.8)



Задача неусгановившсйся фильтрации воды в деформируемых грунтах 69где △ = Л(М У>&) УЖ)л _ 2^'/^ г, 2Н>(« + р/)1 “ 5 • ֊ зИз (1.7) с помощью граничных условий
.. н. ,, н.Ч-.=---- И —

Р Ркоторые получаются из условий (1,2) после применения к ним преобразова­ния Лапласа, имеемЛ = +—-1/»՜+^ (/7, _ _ и>)[л (в։) у (0) _
р Др) ։(։ + ?/)֊/Л) Г։(б)]4кТ[ЛЛ (а֊Ь?/)п «г][/х(0,)У։(б) -Г։(01)7։(0)]|(1.9)Для перехода от решения ( 1.8) к оригиналу, воспользуемся теоремой разложения. С этой целью представим решение (1.8) в виде/ - хг> ~ ф (/?)

"~~~р *’(р)где
Ф (р) - ; I •« + ?КрН, - ։« — и») [ У, (?ое։)./, (9) _

Р I «(« +-Л (РА) Л(Ч1 г /Чр?֊(’■ -֊РО V-«'ИЛ(0,) г,(0)— г։(0,)Л(!()]| ч'(р) = Л(о,) У, (ЭД) у, А) /,(Эов։)
Пусть фуикнии Н։(р) и ф(р) такие, что Ф(/^) является обобщенным полиномом (то есть Ф(р) разлагается в ряд по степеням р) и степень это­го полинома меньше степени обобщенного полинома ՝И(р) (эти условия, очевидно, выполняются при постоянных граничных условиях задачи), тогда по геореме разложения

где рп— корни уравненияЛ(61) Л(№) - л(0,)л(?Д) = 0 (1.10)о -1 “ ?- I



70 Р. М. БареегяиПосле вычисления 'Г'(р) и некоторых преобразований из ( 1.9) полу­чим решение задачи в виде
Н (х, 0 = XV •- то

/* ~ /»+ рх/, (В Д„ 4- I «/, (о Ьъ,

/«(«+₽/) ",
Ух(едЛ(?о^)ё (1.1 1֊где

А (0 — Ц~ #1 (О -г + и'< Л (О = “ут՜ ? (О ~~ (а Н՜ 00 ” + «•

Аь = Л (М?) Г, («?) ֊ >\ (3.0?)./х (ДОГ)

^ =/.(*?) У,(ДОГ)- Гх ДО) Л (ДОГ)8, = °Г = -■ { -В решении (1.1 I) ряд быстро сходится и поэтому для практических це­лей достаточно удовлетвориться первыми несколькими членами ряда (иногда одним только первым членом). Ниже в табл. 1 приводятся первые шесть корней уравнения (1.10) для значения р„ от 1.1 до 3.0.
Таблица /

% «! »1 «? А "1 "51.1 31.4270 62.8370 94.2510 125.6660 157.0041 188.46151.2 15.7277 31.4259 47.1305 62.8368 78.5438 94.25111.3 10.4993 20.9578 31.4250 41.8947 52.3626 62.83411.4 7.8875 15.7250 23.5758 31.4245 42.0652 51.48341.5 6.3219 12.5861 18.8628 25.1427 31.4239 37.70571.6 5.2792 10.4942 15.7228 20.9552 26.2387 32.88421.7 4.5349 9.0003 13.4803 17.9641 22.5514 28.12931.8 3.9770 7.8801 11.7985 15.7211 19.6185 24.46421.9 3.5433 7.0090 10.4907 13.9767 17.6562 22.01762.0 3.1966 6.3123 9.4445 12.5812 15.7199 18.85952.5 2.1567 4.2233 6.3066 8.3954 10.5009 12.50813.0 1.6350 3.1790 4.7380 6.3020 7.8750 9,3810
В табл. 2 приведен первый корень для достаточно обширных значе­ний {».. Эти корни находятся графически.

Таблица 24 5 6 7 8 9 10 11 19 39
՛'! 1.1120 0.8472՛ 0.6864 0.5780 0.4998 0.4406 0.3941 0.3566 0.2035 о.1ззб



Задача неустаковизшенся фильтрации воды в деформируемых грунтах 71В частном случае при постоянных граничных условиях /7։—const, <! = /-/ ^con.S' (см. условие (1.2) ) из ( 1.7) получимл = + 1 * 11.--ГПГ/ (Ht - w - «,) [ у, (б։) /,(«)֊
p VI

-/։(W)R֊1֊ I Г[f-L ֊ (а + 3/) v - «,][./, (5։) Г։ (0։) -֊ У, (Ш (0)] JПредставим решение Л в виде
л = XV ՛ w Ф: (р) 

Р *’։ (р)где
ф1 <р) = г- 11 (Н։ - w - U.) [ Г, (9։) /, (0) ֊

֊/>(«,) Л <։>)]+•+ /Г[Н։ (« + 3/) v֊ «, 1 [J, (б,) У, (0) - У, (в.) /, (в) ]}«֊'. (р) - р (/> (9) т, (&„) - У, (о,) у ('<) 1Функций Ф)'(р) и Чг։(р) являются обобщенными полиномами, поэто­му по теореме разложения имеем,,, А , ,-1Г Ф,(р) I . р՞'
Н (X, О = XZf 4՜ w г L ------------ = XV W г >,—:--------- вI ։л(р) Iгде рп —корни уравнения Чг,(/.>) =0.Корни уравнения ՝1г,(р)=0 являются: р — 0—нулевой корень к бес­численное множество корней характеристического уравнения, совпадающе­го с уравнением (1.10),Для нулевого корня р=0 имеемфх(0) Фх(р)—;---- — 1ИП  ;---------‘1’1(0) л-о ^(р)Разлагая в ряды бесселевые функции и производные от них. входящие в Ф1 (р) и 1Г] (/;), после некоторых преобразований получим(М-Л(0)Л(9х) _ х-р.։

Л (₽ д)' pz I х/,(б) Y^-Y-A^J^ _ /Z(р-А)' ~ I л- л поэтому



72 Р. М. Бярсегпк
Ит Ф,(/>) (М֊֊^) (а-х)
р-о *։*1 (р)

-- Нх — XV — чю

Прибавляя к полученному выражению для нулевого корня выражение оригинала части преобразованной функции, соответствующего корням ха­рактеристического уравнения, получим
7/(х, /) = (Н^-Н^-х)

— __та3
+ гттАй 5 °Л ГО Л (да* ”I «(а ?1) Д /։ (М — /1 да) (1.12)

где
<2 = I г՜?/(74 хи - «о Г։да Щ 4-

-н I Т[Н., (я-։-. ?/)?- Иг|Г2(йп, б?)

Ъ ('Л О?) - л (02) л (6я) - л (53) Ух (6я) 

бГ)֊֊лдаида г, да у, да

г>п

Если не ввести собственный вес грунта, то, как известно, уравнение движения жидкости в деформируемых грунтах (уравнение консолидации) будет
ОН О֊Н 

  = с-----  
с)1----- дг֊

(Е13)
которое получается из уравнения (1.4) при р 0.Найдем решение уравнения (1.13) с условиями (1.2). С помощью пре­образования Лапласа по времени из (1.13) и (1.2) получим:

с- р/г Н{г, 0) — О 
(/^

(1.14)
Л|._о=—• Л|, , = ^֊> где 0) ^—^֊г + Я,^Л0 5..4- = 

р р /Решение задачи (1.14) имеет вид
+ (/А֊=)

(1.15)
511 / т



За \ |’։,ч псуетановйвшейся фильтрации полы в деформируемых руптах 73Переходя д (1.15) к оригиналу, получим 
Z

Н(г, /)-«+=֊(Нг «-=) (■ ։>о(4г’ y;')d"о
!֊:

и

(1.16)
где 0„ — тета-функция.Имея решения одной и той же задачи с учетом собственного neca грун­та (1.12) и без его учета (1.16), можно с помощью сравнения этих реше­ний установить необходимость учета собственного веса грунта при рас­смотрении задач фильтрации в деформируемых грунтах.11риведем решения этих задач для малых / (больших р).С помощью известных асимптотических разложений бесселевых функ­ций для больших значений аргумента

из (1.9) после некоторых преобразований получимX1i±w +1/д֊( н, ֊ w МЬ- sin.L8»~6>_ 
р >• I psint/y— 1)0։
\-֊?-z[W=֊Ь + ?/) sin (О, И

Р sin (30 1) \или же , л<? И- w , .■'/ а , sinvJ/pЛ - -----------  I / - ( Л/, - av — w )---------—֊
Р } х р sin -<01 р

- I՛ - <’ " ֊ »] 5hl':i — ■
' а+ '֊‘l psin 70 р р

где

т. = — (I ^+Т։ 1 й. 7, ~(1 Г-Г7) 
Г Р



74 P. M. БарсегянДля перехода от преобразованного решения (1.17) к оригиналу заме- ч։м. что числитель и знаменатель в выражениях, входящих в (1.17).Ф։ (р) sin 7« Iх р Ф, (р) _ sin I, I рч’о (р) Р sin 7о I Р ՝ro (р) Р sin 7 01 рне являются обобщен ними полиномами после разложения их в ряди-. Но ьх можно привести к обобщенным полиномам, разделив числитель и знамена­тель дроби на I р.Воспользуемся теоремой разложенияФДр)1 у ф: (Р? ед1 ~Ло(рп)1 А(/>) рп( 
е

Ф2(р) = ” W л?։,’Лр) ,.‘Т1՝г»(Р,1)так как корни Чг.,(р) являются /7=0 (нулевой корень)
то
L՜1 ф, W 

лы.

рп =
3-п--/г

4(К»-1 ?/-|А)2

1 £ (-D՞
_ ZJ sin ___ ________I a4-?/ ~У х _ 4 0 ТрП-1 ’’Р

Г^Г?7֊-1/Т

L L 1

и(п = 1,2,...)

/-։ сМр) _____1 (—1)" . Из—1 х 4(/<х֊֊>7֊) Г)2— у-----------  s։n ——— ----- ^=-5:леz 4 п F ։+ V-1/«Для нулевого корня /7=0 воспользуемся отношениями, которые с по­мощью вышеуказанного способа представлены в виде обобщенных полино­мов относительно р. Тогда
ф։(р) I а4-?/-| Л- 

11Ш—;  = —՛, -7--------- т=->
(р) 1^֊?/ /а

|1тф2^)л-о’Г^) |'а ?/ ТаОкончательное решение задачи можно написать так:
LJ I | 1^/ / Г 7 \ [ I I i^/ I X
Н = xv ֊г zu - I/ — 17. — ап — «.՛ ) — ------- ---  -г1 л-
L v _! ֊.UI 
~ nti «

•I՛' /" |Ла4- ?/

sin , ----- г-. , - - n.'ic] «4. tl- J а
[Н>-(а т ?/)у-ш +

Ly ±zlLsin 4(1 —/֊I 7r
n )/«+?/֊ Ka (1-18)



Задача нс установившейся фильтрации под;։ :•■ дсфорт.прусм^х грунтах 75Для задачи без учета собственного веса грунта из (1.15) ион ма­лых / (больших р) имеем следующее асимптотическое представление:г”——— 1~ ~ .Л — +(н..- 8/ -*)е ’’Ч-(Н, о)е
роригинал которого есть функция

Н = бг з + (АЛ ֊ о/ — з) еНс —---- ^=- - (Нг з) ег(с ~ (1.19)2 Г с1 2 I с/Асимптотические решения (1.18) и (1.19) пригодны для малых значе­ний времени.Рассмотрим численный пример для следующих расчетных параметров:45 м, Ло — 5 м, Н2 = 15 лг, 7 1 г/слг\ = 2.65 г/сл?г.. = 0.8, А = 1 см}сут, а = 0.0002 слог, I = Ю лг

Результаты вычислений по формулам (1.12) (график I) в (1.16) (гра­фик 2) приведены на фиг. 1 для значения времени t -1 сут. Графики 3 и 4. построенные для /=1 сут. по формулам (1.18) и (1.19) почти совпадают с графиками соответственно функций (1.12) и (1.16).Ереванскнй политехнический институт им. К. Маркса Поступила 19 XII 1975



76 P. M. Барсегяиlh ir. ՈԱՐ111»Ղ8ԱՆ
ԴԻՖՈՐՄԱՑՎՈՂ ՐՆՍՀՈՂԵՐՈԻՄ ՋՐ1» ՈՉ ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ ՖԻԼՏՐԱՑԻԱՅԻ ՄԻԱՉԱՓ ԽՆԴՐԻ ԼՈԻՆՈԻՄՉ

(I. մ ։|ւ ո փ ո ։ Ժ
Միաչափ ֆիլտրացիայի Հ՛իմնական հավասարումները ււեդմելի հոդում 

էւաացվեյ են Դարսու օրենքի հիման վրա, որոնք տարբերվում են այն հա­
վասարումներից, որոնք ստացվում են Դարսի֊Գերսեվանովի օրենքի միջո­
ցով։ Գործնականում փ ու յլատրելի որոշ են [f ա դրո ւ ի' յ ունն երի հիման վր։ո կա­
տարվում I; ստացված հավասարումների ձևսւփոիււււ}) յան, "րի') հետո րն- 
էորրվամ են նոր ստացված h մինչև այմմ ընդունված հավասարումների 
լուծումների ամեմա ւո ո լ թյունր ւ թվային օրինակի վրա երևում Լ, որ միև­
նույն խնդրի երկու լուծումների մեջ կա ւր/ալի աարրերության։

THE SOLUTION OF ONE-DIMENSIONAL PROBLEM ON UNSTEADY FILTRATION OF WATER IN DEFORMED SOILS
R. M. BARSEGHIANS u rn m a г yIn deducing the principal equations of a one-dimensional problem on filtration of water in deformed soils the Darc։ law is taken as the basic law of filtration whereas the Darci-Gcrsevanov law is applied in soil mechanics at present.On certain assumptions admitted in practice, the system of prin­cipal equations is reduced to one equation whose solution is presented in the paper. To compare the results the solution of the equation is given, on the same assumption, obtained on the basis of Darci-Gerse- vanov's law. A numerical example is used to show a considerable discrepancy in the solutions for these equations.

A J 4 T E P A T y P A1 Ф.юрин В. .4. Основы механики грунтов. т. 2. М„ Госстройнэлат. 1961.2 Цьпоыич Н А. Механика грунтов. М„ Изд. «Высшая школа». 1973.3 . Барсаян В. М. К одномерной задаче неустанонившсйсн фильтрации воды в лсформ.։՞ рус мы х грунтах. ДЛИ СССР. 1974. т. 214, № 4.
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