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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ 
ОБЛАСТЯХ ПРИ ДЕЙСТВИИ ОБЪЕМНЫХ

И ПОВЕРХНОСТНЫХ СИЛ

В работе рассматривается напряженное состояние однородного, изо­
тропного массива с криволинейной границей в рамках плоской задачи тео­
рии упругости с использованием теории функций комплексных переменных. 
Решение задачи дается в замкнутом виде.

Рассмотрим в плоскости 7. полубес-конечную область S. граница кото­
рой описывается параметрическими уравнениями вида

А , 2С К(3- Л 
х = ht 1 ֊֊ — 4—г֊]---------- з-------

Г* г2 г 2
, I а . сц-п л(1-зец '1Л)

•V - л — 4---------р------- 4---------- р------
I Г? г2 Г2 I

I
где г. |-Нг; / —точки границы вспомогательной полуплоскости И7: х. у— 
декартовы координаты точек исследуемой области: h—коэффициент про­
порциональности: А, С, К — действительные параметры, определяющие 
характер граничной поверхности области S.

Параметрические уравнения (1.1) удобны для анализа вида граничном 
кривой и выбора параметров А. С, К.

Так при • — d-oc—х—dzco; у—-0. то есть на бесконечности асимптотой 
граничной кривой является ось абсцисс. При / —0 х=0; у = А(/1—С —Л). 
Следовательно, если при соответствующем подборе параметров А. С, К 
функция имеет в точке I ~ 0 единственный экстремум, то в зависимости от 
знака величины (/l-f֊C— К) граничная кривая будет иметь вид выступа 
или выреза. Опуская дальнейшие подробности отметим, что исследование 
вида граничной кривой, то есть выбор параметров А. С. К осуществляется 
на основании известных методов математического анализа.

Пусть в каждой точке области S действуют объемные силы у. на­
правленные под углом Р к оси оу. Кроме того, на некотором конечном 
участке d,d: границы исследуемой области приложена равномерно распре­
деленная нагрузка СОП>1 и .if -const, нормальная и касательная состав­
ляющие соответственно фиг. I. Причем крайним точкам приложения на­
грузки d, и d. соответствую г вполне определенные точки /, и I- границы 
полуплоскости - Для удобства решения примем следующие обозначения:

'о = (А-Нй)А i = d,֊iA^

тогда

. ti ~ /> ^2 4՜
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Соотношения (1.1) вытекают из функции

(1.2)

конформно отображающей нижнюю полуплоскость IV на рассматриваемую 
иолубесконечиую область 5’, где

1 = Г - 1г — и՛ /; г — х г'у; «՛ — : ֊1 Г',; 7, 0:

Фиг. 1. Общая расчетная схема.

Отметим, что предлагаемая отображающая функция (1.2) позволяет 
описать, а. следовательно, и решить задачу о напряженном состоянии для 
широкого класса полубесконечных симметричных областей в виде вырезов 
и выступов трапецеидального сечения. Наиболее характерные области, 
конформное отображение которых реализуется разработанной рациональ­
ной функцией, приведены на фиг. 2. Расположение самой области, занятой

Фиг. 2. Некоторыг. пнды криволинейных областей, конформное отображение 
которых реализуется предложенной функцией.

телом, для каждой граничной кривой указано штриховкой некоторой ее 
част 1. Наличие в отображающей функции трех параметров позволило по-
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лучить качественно новые области, исследование напряженного состояния 
которых имеет практическое и теоретическое значение.

Как известно [ I ]. решение поставленной задачи должно удовлетворять 
следующей системе уравнений:

уравнениям равновесия

fh„ , d^ 
дх dy

О'*у + 

(Ух 0у

(1.3)

усл опию с о п мес т и м ос т и

(1.4)

граничным условиям

2
cos 2?0 — тГ5, sin 2’0

7' - - —--------  sin 2% -֊- txl) cos 2о.0
(1.5)

2

где з;7, - - компоненты напряжений; X, У компоненты объём­
ных сил: Л', Т составляющие равномерно распределенной нагрузки; 
а0 угол между нормальной внешней нагрузкой и осью Ох.

Решение поставленной задачи представим в виде суммы двух решений

_ - --° д_-г'У~ ■'у ..»у — ֊лу Т -x։j (1-6)

Такой прием при соответствующем подборе частного решения , 
-г։1, дает возможность удовлетворить неоднородным уравнениям равно­
весия (1.3) и свести задачу к отысканию дополнительных напряжений 
г՝'., л-./’ удовлетворяющих однородным уравнениям и новым гра­
ничным условиям.

Частное решение представим в виде

f/-r, ~ У >У* ~'ЯУ~У™У (1.7)

где и.г \,j = 7 cosp, Z,7 •; sin 3, Z։ — ——-----коэффициент боко-
. ’ 1+Но

кого давления; р0 коэффициент относительной поперечной дефор­
мации.

Компоненты дополнительных напряжении определим по известным [ 1] 
соотношениям через функции комплексного потенциала Ф(иУ) и Ч'(~):

Зд. 4֊ s'J = 2 | ф (ш) ֊г <!> (w)]
--------  (1.3)

=°,֊=?+2<Д=2Щф'(«>) + >нао
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»■ ■ ----- ■ ■ ^=--֊ ».!֊» * ■ - ■ _ __ _ ■" ■ ~~ =я

Здесь н далее черта над некоторыми выражениями означает знак сопря­
женности.

'Таким образом, поставленная задача сведена к отысканию двух функ­
ций комплексного потенциала.

Подставив выражение (1.7) в (1.5) и принимая во внимание вид отобра­
жающей функции, после несложных преобразований получим условие нг 
поверхности в комплексной форме

л Л(1 4. ^֊С(/«֊П֊А(3<-֊1) ( Г., -х С„ 
(/ ± 7)* (7 ֊ о* I 2

+ (-^-й.,)х

,.[(/- 7)» — Л (/ — 7)* 4֊ 2С7 (/ - 7) 4- ЗА] Ц 4- 7)’| , , .
[(1+1у^А^-Ь0։-2СтА֊1)А֊ЗК](1-/г] Р

Аналогичным образом записывается сопряженное условие. Условия 
на поверхности могут быть записаны | 1) также через граничные значения 
искомых функций комплексного потенциала

Л’ + уг ч>(о + Ф(7Г+ —[»(ОФ'(<) <.>'(/)Т(/)] (1.Ю) 
ю' (,)

Используя выражения (1.9, 1.10) и им сопряженные, а также свойства 
интегралов тина Коши, неизвестные функции комплексного потенциала 
определим из системы интегральных уравнений. Опуская подробности ин­
тегрирования. запишем окончательные выражения искомых функций

*('֊«) -= {[Л (го -,-г-2С/(и, ֊ <•) ЗЛ7]Ф (-<)-
г (ад)

[2А-4- 7С(ад 7)] (ад 7)Ф'(— 7)—

— 0.5Х'(ад 7)2Ф'(—7) — (ад — 7)4[4(ад) + Сх(ад)]1 (1.11)

ч-(«,) = _и(а>) + Л(» + л» + 2с/<а,+п-зх ф(_;)_
I (ад-Н)1

- Ф («,)] - 2К~'С и‘; ~ 0 Ф' 1- /■) - ~~~~~Ф"(— ,-) I /...(») +

(ад -г (У (ад + 0

+ С։(«>) + -1՜Л + -У + ։'С<” + »•) ֊ К Ф' (ш)1 (1.12)

(и» 4 7)э I

где

/•’(ад) = (ад — 7)4 — А (ад 7)2 4 2С7(ад — 7) + ЗА

Функция 7։(йУ) зависит от вида граничной поверхности области и ха­
рактера объемных сил
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} /яу\ _ _ ~~ ; I- ' ! ‘О > ^10 ~Ь ^3 I
1 ш — I (хи г)2 («• —/)3

/4 (ш — /) П5 1„ (ц, ~ /) — п. (113)
(“•-֊О’ (и.-г)’

где

‘1 ~ 2с֊Сх, I, — Ст (Лц (1.1) (Ху (Оц> Т (^4)

/4 = ау(а5 -Г ап) — ах(ап — а5), /4 = а։ав. /. = а։а-, /е = аха9

Ц — £«1аэ> ~ ~ а1аа^ч> Ло =

а1 — ал•-»• ау, аг — 0.5/4,, а# = 0.5ЛСя, алу ЛСлу (Ы4)

Коэффициенты с,.......а,, определяются параметрами отображающей
функции, то есть зависят от вида граничной кривой

а։ = — [84 (А -|- 2С -I- 4) + 12С(С + 2К) + 3/Д4Л -I- 5Л)1
64

а,= — [44 (2А+ЗС . 2К) т-8С(2ч С)+ ЗЛГ(5С + ЗА')]

а, =^-[44(44 4С + ЗА')-1 8С(СЧ-2А) +А(9АГЧ֊16)]

а„ = ^[124 (2С + К) + ЗК(2С-К)]
16

ц.։=^2АК+С-, а, = 2.5 СК, а9 1.5 К-

аю = — [44 (Ст А՜) + 4С(4 + С) + ЗК(ЗС 2А)]

а1։ = ~[4(А 4 С) ЗК+16] (1.15)

Вторая функция из (1.11) 6г’։(и)) является характеристикой поверх­
ностной на грузки и определяется из выражения

С, («•) = —
2֊

д. А - О 2С7 (то — — ЗА՜

— /п;1 — Мх)
(«> — }') (ш —

(хо — /)4

4՜ /П10 ПП ~ 1Пхл

(л» -

(го —х)
(1.16)

В выражении (1.16) приняты следующие обозначения:

М, = — 1п 
2

к?
-агс1£а
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1 / , Л? ' Рт^’ Ъ = — <рт> — gmj, п9 = — (g/n, ֊ рпц) 
2“ 4n

1 , , V
«ïo= — (p/n;4 

4՜

ЗХГ, .
nn = — \gni PnA> = -֊ (/?Л. — £fn2)

-2 !
2 1п(д_|_ф1‘

/1 \ /I 
n„ = arctg J - arctg (1.17)

Здесь /։ и 7.— точки Гранины нижней полуплоскости, соответствующие 
крайним точкам приложения внешней нагрузки;

т = — Г՜' — 1, гп1 гп՝Ч-4/р п1 21т:гп^ п

п3 --------- [т՛-- 4(1 4- Г)], п4 = — [4^(1 4 т) —пг]
т1 п11

т.. = 3(^-1) 4՜ /"> л')л - тпд ■ - 12 гп1*., тп4 = 2/0 (3/тг — 4/|)

27 . 27
п- — з (т2тд 4՜ 6/ст4), л6 = —— (т2т< — 'Ы0т9) 

т । .

ть = Ап1 — Сп* — Кп*,, тл = Ап2 -| Сп3 - Кп0

т- = 4Сл2 |- ЗКл3, /лв = ЗСп։ — ЗЛ.'л4 (1.18)

Таким образом, неизвестные функции, входящие в выражение перво­
го комплексного потенциала, полностью определены

Функции /:(и։) и б’/гс) из (1.12) определяются аналогичным образом.

(у1) = 7/. . Р, 1֊ Рь 1-  Р> ֊ />я
ю — 7 (го — /)2 (го—/)3 (ге՛ — /)‘

, Р10 ' !Р< । Р:՝ " 7рц  Р\» 4՜ 1р& р
(го — /)5 (го— /)п (го — /)7

Здесь постоянные коэффициенты />,... р,: зависят от вида граничной 
поверхности и характера объемных сил

= “J -a.v(a։- а10), рп = а. (й5 ֊ ап) а7 (а5 4֊ а։1)

р3 = а.:а6, pi = a.a-, р:, = ааа8, р6 — а2а9, р- = и4агу

Ру — р,3 — а^а^у, р։|) ci-city, рц —

Рп Ооа^ a2 = Ux a-j (1.20)

Функция G.(w), зависящая от вида поверхностной нагрузки, опреде­
ляется выражением

6’.. й--- 1 М։ + ?.(-х’Л>т֊ + 2С/^:1Л-зк (п з +
2» I (w 4- 7)4

+ /л14 ֊ Л/J I - 4- —4- ”п (1.21)
J w 4՜ 7 (w 4-Z)2 (w-1-7)3



40 3. Г. Тер-Мартиросян. Д. М Ххпателов. Г Е. (Надимов

Принятые здесь обозначения см. ио формулам (1.17. 1.18).
В найденных функциях комплексных потенциалов остались неопределенны* 
'ми шесть комплексных постоянных - - Ф(—с). Ф'( —։), Ф \ -1) и им со­
пряженные, которые легко определяются из системы уравнений

ф (w) = ф' (w) =
F(w) F(w) F֊(w)

Ф"(«,)= JLW. _ 2 _ BM 2 _(F'(w>y _ r
/’(«•I F-’(w) F(w) J

и ей сопряженной.
Здесь через В(к>) обозначен числитель функции (1.11). Для реше­

ния системы уравнении (1.22) необходимо в функции (1.11) и ее производ­
ных ПОЛОЖИТЬ IV =—!.

Таким образом, поставленная задача о напряженном состоянии полу- 
бесконечных областей, находящихся в условиях плоской деформации, пол­
ностью решена.

Отметим, что аналогичная постановка рассмотрена также в других ра­
ботах |2. 3]. Однако, полученное в настоящей работе замкнутое решение 
позволяет рассмотреть значительно более широкий класс полубесконечиых 
симметричных . властей трапецеидального профиля.

Ввиду сложности функций комплексного потенциала (1.11. 1.12) реали­
зация полученного замкнутого решения осуществляется на ЭВМ. Посколь­
ку решение замкнутое, то ЭВМ осуществляет лишь простейшие вычисли­
тельные операции, что значительно уменьшает затраты машинного време­
ни по сравнению с численными методами. На расчет одного варианта с ко­
личеством расчетных точек порядка 150—200 требуется около двух минут 
машинного времени. Существенным преимуществом является также воз­
можность исследования напряженного состояния всего класса областей, 
описываемых функцией (1.2). на основе единой программы.

Результаты расчетов напряженного состояния полубесконечных обла­
стей в поле гравитации (фиг. 3, 4) представлены в виде изолиний компо­

нент напряжений, построенных в относительных координатах х — х/Н;

у=у1Н. Такой прием позволит определить напряженное состояние при 
рассмотрении реальных объектов по изолиниям относительных напряжений

? = Т1Н=

где о — величина относительных напряжений: о — компоненты напряже­
ний. соответствующие реальным объектам, при заданной объемной массе 
у, и определенной глубине выреза или высоте выступа //.

При построении изолиний сжимающие напряжения приняты положи­
тельными.
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На (риг. 3 представлены изолиния всех компонент напряжении в тяже- 
\ой полуплоскости с вырезом. Граница области описывается уравнениями 
(1.1) при 71 = —0.1; С= — 1.0; К=0.6. В значительной части области, огра-

о* —■
ничейной по глубине сечением у ——2.6 и по простиранию х= 1, горизон- 

тальные нормальные напряжения <тх превосходят по величине напряжения 

у С удалением от этой зоны соотношение нормальных напряжений прихо­

дит в соответствие с принятым коэффициентом бокового давления £։=0.8г 

Очаги концентрации касательных и максимальных касательных тюм 
напряжений примыкают к участкам границы, обладающим наибольшей 
кривизной. Выявление очагов концентрации позволяет судить о местопо­
ложении потенциальных зон ослабления, в которых возможна потеря проч­

ности. На оси симметрии в глубине области (у ——2.7) имеет место зона 
деконцентрации максимальных касательных напряжении, характеризующая­
ся гидростатическим распределением напряжений.
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На фиг. 4 приведены изолинии напряжении в тяжелой полуплоскости 

с выступом. Согласно характеру изолиний, напряжения и,,, под гребнем вы­
ступа практически соответствуют распределению напряжении в тяжелой 
полуплоскости. Под подошвой выступа, вблизи точки перегиба наблюдает­
ся некоторая концентрация этих напряжений. Этой же зоне присуща су­
щественная концентрация и остальных компонентов напряжений.

Проведенный анализ показывает существенное влияние фактора криво­
линейности на величины и характер распределения напряжений в полубес- 
конечных симметричных областях. Неучет этого фактора и применение 
упрощенных расчетных методов может приводить к существенным погреш­
ностям при определении напряженного состояния.

Московским ммжекерно-стронтельжы։
институт нм. В. В. Куйбышева Поступила 17 111 1975
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(nUibPb»Ulb3H֊U5R. H и1МЦЦ№1*Ъ ПМ-ЬГЬ IL9.%bflni’1HHJ.b SlMi 
lil'UUUMbra ITb^U’UWPI« ULP«lUW3bb ’I.I’aIUH!
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հնդրի լուծումը կառուցվում / աււաձգականութ լան տեսութլան հարթ 
խնդրի շրջանակներում, ընդ որում о գ տա գործվում են կոնֆորմ արաապաւո 
կերումը և Կոշիի տիպի ինտեգրալը։ նախօրոք հեդինտ\կն երի կողմից նախ­
կինէս մ շարադրված մեթոդով ծավալալին ո։մերր փոխարինվում են մակե­
րևույթս։ լին ումերով։

Աշխաաանբուս՛ արտապատկերող ֆունկցիան ընտրվում Լ այնպես, որ 
ալն թր,,յ1 Է տալիս հետաղոտել սիմետրիկ կիսահարթ/ււթ լուննևրի լալն ըն­
տանիը հանված րի և Լցվածքի ձևով։

Ստացված արդլունբները կարող են օգտագործվել դեոմեխանիկալի մի 
բանի խնդիրները լսէծելո։ համար, ալդ թվում նաև թանային զանգվածների 
որոշ ձևերի 1լալոէնութլոէնր գնահատելս համար։

A STRESSED STATE IN SEMI-INFINITE REGIONS 
SUBJECT TO BODY AND SURFACE FORCES

Z. G. TER-.MARTiROSYAN, D. M. AKHPATELOV, G. E. SHALIMOV

Summary

A problem is solved for a stressed state in a homogeneous iso­
tropic elastic curvilinear semi-plane subject to body and surface forces. 
It is solved in terms of a plane problem of the elasticity theory by 
means of the Kolosov-Muskhelishvili complex potentials method, em­
ploying conformal mapping and the properties of Cauchy integrals. 
Making use of the method previously described by the authors, the 
body forces are first replaces by surface forces. The investigated region 
is mapped onto a lower semi-plane. The mapping function is selected to 
enable a wide set of symmetrical semi-planeshaving cuts and convexities 
to be investigated. The equations of the complex potentials are ob­
tained in the closed form and are used to express the stress compo­
nents in the familiar way. It is suggested that the stressed state of 
the region being investigated be analyzed by calculating the stresses 
at certain points in the region, making use of the obtained formulas, 
and by plotting isolines and stress curves.

The results obtained can be employed for solving certain problems 
in geomechanics that pertain to the evaluation of the stability of rock 
masses.
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