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С Г СААКЯН

РЕШЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГОГО 
ПРОСТРАНСТВА ПРИ НАЛИЧИИ В СРЕДЕ ДВИЖУЩЕГОСЯ

СОСРЕДОТОЧЕННОГО ИМПУЛЬСА

Задача для упругого однородного изотропного пространства при на
личии приложенного в некоторой точке среды сосредоточенного импульса 
была решена Стоксом [ 1], а для неоднородного пространства—В. М. Ба
бичем [2}. Другие методы построения решения задачи п виде эффективных 
формул для изотропного упругого пространства указаны в работах [3, 4].

В настоящей работе рассматривается нестационарная задача определе
ния вектора перемещения в однородном изотропном упругом пространстве, 
возбужденном движущимся я среде сосредоточенным импульсом.

Точное решение в виде эффективных аналитических формул получено 
путем построении формального решения задачи на основе интегральных 
преобразований Лапласа и Фурье, а затем обращением формального реше
ния методом Каньядра [5].

§ 1. Постановка задачи и ее решение

Пусть в момент времени 1=0 в начале координат по оси х действует 
сосредоточенный импульс, который затем движется вдоль положительной 
оси х с постоянной скоростью с.

Уравнения движения упругой среды и начальные условия имеют вид

(С»_С2,А/ 
дГ- * ' дх\

ди, , ди, , ди, \

— ~ —с;)— (
дР ду \

(с2 _ с2) (
др ' ’ Ог \

'^.+ ^+^+с>։ (1Л)
. (7х Оу Од /

'ди. ди. ди3\ .
л------ Т : д ) С«ЛМ1

. Ох Оу Ог /

1 -У“' \
и‘ 1'-’ - л 1 0 (/=1,2,3) (1.2)

<-о

где с,, с։ скорости распространения продольных и поперечных воли, 
Д —оператор Лапласа, а„Н(х)'> (с/ х)о(г/)с.(г), Л/ функция
Хевисайда, о — дельта-функция Дирака.

Применим к уравнениям (1.1) и к условиям (1.2) преобразование Лап
ласа по I и преобразование Фурье по х. у и 2
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со

и., (х, у, z, s) j uj(x, у, z, t)e 'di (1.3)

о

CO CO 00
z//(«> 7. s) ֊ ( J U, (x, y, z, s)e~' " '!' :'dxdydz (1.4)

— co —co —co

СО СС О&

«/(х, I/, г, 5) ֊-3 и/(.а, ?, 1, ՜ (1.5)

— оо —оо —со

После проведения обычных выкладок получим изображения переме
щений по Лапласу 

со оэ со
«> У У Й/(«. ъ (1.6)

-ОС — СО — XI

где

Л(«, 3, ъ s) |$24֊Ф2-■ cj(?2 ±V)]IR

F2(a, ₽, 7, *) (^֊с;)аЖ Л3(Я, ?, t, s) (<֊ (1.7)

Л’-(5 /са)[? -<$(«* И* 7W֊^(«2I7'2 7=)1

В последующих расчетах параметр преобразования Лапласа S предпо
лагается действительным положительным числом. Для таких s известно, 
что если z/y существует, то оно единственно.

В плоскости комплексной переменной у подынтегральное выражение 
( 1.6) имеет простые полюсы

/* .. Z" о

+ <։-8>
Вычисляя вычеты относительно полюсов •; и 7 7g‘, лежащих в
верхней полуплоскости, получим

оо ею

/> (2. ?'> s) СХР I - (27«/ ' — faj)] dtd'^

где

s) exp [ (^7։ — hx — /?z/)] drd'^

(1-9)
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а2 а2-|-52/с2'
Ги(а, у, х) = :—г—» Г'ъ (а, 8, $) = —  ------- ;—-2-

՝ (з ֊ к*) Ча (з 4- ?са) 7,

М) = <֊^7’ ^<а’ ?- *)֊-(< ЛЛ- <1л°) 
(з । /ст) Ча (х /ст) ,։

Аз«/(а, /> з) ---- --—• ЛЬ» (а, и з) - - Як(«, ?, з)
з — /ст

Ъ V» 7, =՜ 7,+

Переходя к цилиндрическим координатам (г, 0, г), а затем введя пре
образования

а ~ (cocosб q sin б), 3 — (ш sin & Ц geos 6) (1-11)
cd c./

в интегралах (1.9) получаем

и; ֊----- 9-^Д֊ \ujd «л) (1-12)’
z<՛ с <с

где

сю по

q, 6)ехр s /- ~ (zm</ 
cd

/юг) dwdq (1.13)

ОО «■

q, G) exp — (znq — far) d^dq 
cd

(1.14).

K\d (<"» q, [/ (w- cos'՜՜ 0 q: sin" 0) z'w cos G (w՜՜՜ cos" & q sin2 $)] Lrn;

АГ14(ш> Q> G) [(/ /«> cos &) (7՜ I- or cos՛՜ G g"sin-0)

— 2/7p<> cos G sin՜ r^]lLm-

A_'.i (։՛•, </, G) |(or q~) (I />՛> cos 0) sin 0 cos 0 z’to^՞՜ sin Geos 2G]/£zn։/

A՜.՛. (">, 9, G) — - |(<o2 g2) (Z /co cos 6) sin G cos G /cog2 sin G cos 2FJ] L/rh

Kjj (<ч, g, G) [g-sin'-'G z*u>cosG(Z ZwcosO)]//, (1.15)

Аз.» (io, q, 0) Ku (">» q, G), L (I ZwcosG)3 g 'sin2G

п?(/ | %>-' 1, пх, I «)2 |- д՛2 ■(' » 7 I - с^/с

На комплексной плоскости со подынтегральные выражения имеют простые 
полюсы

2<- ( ~ д sin G Z/)/cos G (1.16)
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и точки ветвления

'2., ±>Уч:Ч1, 2.=±<‘Ид։ + 1= (1.17)

Ветви радикалов т.( и т։ фиксированы условиями Яет։/>0, 
Яе тх > 0. При этом подынтегральные функции однозначны в пло
скости ш с разрезами, как показано на фиг. 1 и 3.

§ 2. Переход к оригиналам продольных перемещении

Чтобы найти оригинал изображения и-а, рассмотрим в плоскости 
ш линию Г</, на которой функция

/ ’= (гт^ — /«>/•) (2.1)
с<?

принимает только действительные положительные значения. Разрешив от
носительно Л получим параметрическое уравнение одной ветви гиперболы

о = ± ) ПРИ °°) <2-2)
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где
/<74/ = /</ V д’+1 • Р = V г1 -}֊ з'' (2.3)

Вершина этой гиперболы находится в точке «» — 7г/дЧ-1/р и всегда 

лежит ниже точки ветвления 27, так как
Рассмотрим в плоскости ՛■’> замкнутый контур С</, образованный 

линией Г,/, действительной осью ш и дугами окружности с бесконечно 
большим радиусом (фиг. 1).

Полюсы 2. лежат внутри контура С,/, если

с г/ / 
а) со5б>0 (х>0), 6) —(/>/*, где /* =р֊/сх)

/ СОо ■>

Г) (2-4)

Условия а) и б) эквивалентны условию д" > Ч2<> где

= (/V ֊ *=) 2^гл-п\ п = (2.5)

В зависимости от значений пространственных координат, от скорости 
движения импульса н от параметра д, возможны следующие случаи:

I. В области х2>0, /р х<^0 полюсы «> = 2,. лежат внутри Са 
для д £[0, оэ), если импульс движется в среде со сверхзвуковой ско
ростью (с^>с. или /<1).

Уравнение/р — х 0 определяет коническую поверхность, ось котором 
совпадает с осью >՛.

II. В области х^>0, /р — х^>0, полюсы ю 2< лежат внутри С<1 
для эо) и лежат вне С.} для д С [0, д։/<.), независимо от ско
рости движения импульса в среде.

III. В области х<^0 полюсы и) 2С՜ лежат вне С.? для [0, оо), 
независимо от скорости движения импульса в среде.

Преобразуя интегралы (1.13) ко действительной оси ш к интегралу 
по ветви гиперболы ю — ц></ (д, /), где и),/ « • (д, {), пользуясь при
этом теорией вычетов Коши и леммой Жордана, получим

= Н(х)[Н(1 I)н(х — 1а)у^։ \ Н(1»-х)«;л] (2.6)

О
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Р,г {q, 0» ехр-----— (z I 2? — qi ֊ 1 — /2։ г)
I crf

c/g (2.9)

Pu(q. О)= _-f/cosS| oj q! ■ 1

Pi, (q, — / sin $).'cos’0 1 2; g5 1 (2.10)

P>(g. 0) '//2cos0, 2,_ a;

Двойной интеграл к (2.7) является несобственным. При / /* и 
д д։/ полюсы <՛> 2, лежат на контуре интегрирования *՛» »>,/ (д. /) 
и поэтому интегрируется в смысле главного значения по Коши.

Изменяя порядок интегрирования в (2.7), получим преибра зова в не 
Лапласа известной функции

(2.11)

где

q, I г- Т, с t/tj (2.12)

Изображения (2.7) и (2.8) обращаются также методом Каньярда. Рас
смотрим в плоскости комплексной переменной Ц контур, на котором 
функция

/ — (г1 2՜ -,=-1 — 12.г) (2.13)
cd

принимает действительные и положительные значения. Соотношение (2.13) 
определяет п плоскости комплексной переменной q параметрическое урав
нение одной ветви гиперболы

/ cos О
qd (0 il sin 0 -----— (Г; у ± zurf) при f > /j, (2.14)

n*

где

/л “Н՛ 1)Ч’ ։i ՛

(2.15)

Гипербола (2.14) с вершиной в точке g /7 sin 9 — I 1 /’cosO
п

имеет различное расположение ил плоскости комплексной переменной 
g в зависимости от пространственных координат и от скорости дви
жения импульса в среде.
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В области Zp х<^0 гипербола q qt{ (/) пересекает мнимую ось 

ниже точки ветвления Q</ = ֊ il sin G ■ /|/1 /- cos 0 подынтегральной 
функции (2.8) и выше действительной оси q, если импульс движется 
в среде со сверхзвуковой скоростью (c^>ctS или / < 1).

Образуем замкнутый контур, составленный частью гиперболы 
q - g,(Z), где qi{ — q<{ (Z), действительной положительной осью q и 
дополнительными линиями Со и С։, как показано на фиг. 2. Приме
ним теорию вычетов Коши к подынтегральному выражению интеграла 
(2.8) по этому замкнутому контуру и пользуясь тем, что действитель
ная часть интеграла по Со равна нулю, получим

) Re Pjr (q։t, i) J. edt (2.16)

В области /? х^>0 гипербола с/ б?а. (^) пересекает действительную
ось <1 в точке в соответствии с нижним пределом интеграла (2.9), незави
симо от скорости движения импульса. При этом имеем

<‘)Re ')-֊В
dt J I

е “dt (2.17)

Обращая преобразования Лапласа (2.11), (2.16) и (2.17) и пользуясь 
свойством линейности этого преобразования, получим

1)Щх /р)*/л (2.18)

где

V
«.,= #(/ /„)¥. р. R* | 0)֊֊| <*7

о
I <4 <2Л9>

Сс)Ке|рл(гл 0-^-

I 1/Л'֊НИе| Р^, (2.20)

При упрощении и г>’^г заметим, что

1 -I <Г Ь 1 |9 = /(52-/7/^)/^ (2.21)՛

л для вычисления интеграла (2.19) пользуемся приемами, указанными
в [6]. Преобразуем подынтегральные функции к следующему виду:



10 С. Г. Саакян

Ее д, 9)^1 = Йе /
д! | 1И^-г?2+Г Й

2ео^4+-?Н1а7[аг2('+^СО59+։’’։М) +

■: агИ 4 4՜ *ш</соз $ ~ 1(13*п ®)]

1<с Кы д, в)^] =™ |
/7 I ад</ з'ш 0 д соя б’у ----------- - > -------------------'----------- .

2я1п 6 ]г |- </2-) 1 \1 гшасо& С -\ iqsinb

! и>‘1 5*п со5 & I ^0)</
I -|- м>л сое 0 — гд 81п б[ д{

Ее [ Кз< д, 9) — ֊ у*' -
I 1 <и Рг//2 -^

(2.22)

—— Гага (I 4՜ *4/ соз 0 । - /д зт 0) , ага (/ 4֊ соз 0 4՜ ‘4 $т 0) | 
2соэб д[

где значения функции аг£ лежат в промежутке (—я. я].
Вычисляя значения подынтегральных функций, после некоторых упро

щений с помощью замены переменной интегрирования д = ^.я^пф, получим

■г.!2

V.р. р
0

_______ «(/?_______  
а՜ ^,/СО5-’(? -л)

Т.\2
С________ а^Р________  I

1 л< р' ! а՝ г<75соз2(<» 4 '■) |
о

-Ь//(х)[Я(1 1)Н(х Н(1?֊ Х)Н(1 ^)]С, (2.23)

(/• = 1, 2)

м3г/=/7(^ ^)|'2^гт

са1г г апх соя л/х -֊ сое (? >) соз о
'г 2?п Р’ .) : д^созЧ? 4

Гап՜ соз 1-1 х ■ 7^соз( 'Р ')со8<р 
] а~ |- </^соз- (ф )) 
о
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-т^-гН(х)[Н(1 1)Н(х ы + щ/е х)нц /*)] (2-24)

где

А,
’^(р2 : с(х)

2ср3

. ‘кс^у{
2 ' 2?’ ’

Б> -±г 
вБ- " 2р։п ’ С2

С,
тгС2

саа
(2.25)

а.!П՜

г 51П 0 ֊ т $։п р соб 0 — т соь X, т | х2-| г"

2 005 0 - п СОзХ, Р51П0 Л51ПЛ, « (/р ’*)/л (2.26)

Заменяя X) и с1£(? >) через )] в первом и во втором интегра
лах соответственно, после интегрирования имеем

(~с; (р՜ г ах) сг и . | "С2,
?՛ '• (2-27>

а/։ , \ \~с^г1 I “с^ . . 4 .* п /О осп
— ^) | 9,з п,йа I Р, 6 I , У) (2.28;

I *г <*։/ I си«/Л

֊! Й(Я+7Г)| /)(2.29).

где

Х2(л'г —:х) у (п- сх)
и. - агс1£---------5------------гагс!й----------------- г

а?-аи хха:Г

ц'/а,, хга.
-; агсЛй---- --Т—— -г агс(£------ рз---- г-г (2.30)

хг(пл сх) у(пл ;х)

*(х, ?, 6 Ул, У*, 1)֊Н(х)[Н(1 1)Н(х-1р)Н(1 /л)4-

+ Н(/Р- х)/7(У֊У*)] (2.31)

§ 3. Переход к оригиналам поперечных перемещений

Обращение «>։ производится таким же образом, как и для и}3. В 
плоскости комплексной переменной ю уравнение

У = — (г/п։ — У«>г) (3.1)
с</

1пределяет одну ветвь гиперболы 

с, _______
ш? (<7> У) - -4-("-У ± г]-Ч‘ — у2д) при /€[У^> °°) (3.2)?

где
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= GV'q։4֊T » G=p/c, (3.3)

с вершиной в точке /г] д* . Эта гипербола не пересекает 
разреза в плоскости «>, проведенного между точками ветвления 
2« ±Л д‘ *’ подынтегральной функции п;։, так как г'у<^1.

Полюсы «• 2, лежат внутри замкнутого контура С., составлен
ного ветвью гиперболы ՛՛■ «г (д, I), действительной осью <՛> и дугами 
окружности с бесконечно большим радиусом (фиг. 3), если

a) cos 0 > 0 (х>0); б) —~ <------ § (/>/*)
р cosи

с х _______ (3.4)
в) -4- № - OtgO

Условия б) и в) эквивалентны условию g'^>g:tt, где

Л (/У f^x’/r’n’ (3.5)

Имеются следующие случаи:

I. В области х > 0, 1ъ 7х < 0 и для скоростей движения им
пульса в среде с^>с, или I ; < 1 полюсы ш -• 2? лежат внутри кон
тура С. для д^ [0, оо).

Уравнение /ь ;х = О определяет поверхность конуса, ось кото
рого совпадает с осью х.

II. В области х^>0, /р полюсы — лежат внутри кон
тура С, для дг[«7,е, «>) и лежат вне С\ для д£[0, д։е), независимо 
от скорости движения импульса в среде.

Ш. В области х<0 полюсы <՛>= 2Г лежат вне контура С, для 
<7 Е [0, ), независимо от скорости движения импульса в среде.

Выполнив для каждой из указанных областей интегрирование 
подынтегральной функции н(, ио замкнутому контуру С,, как это 
■сделано для получим

-/?)?,„ Н(1? 7х)й;„] (3.6)

ОС
"у..- [ R«[«>ф| ^(-1 -■ 7՛ 1 ffl.r) |1.Л, (3.8)

О
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Л..(<7, «) =----- ;(Р 2 У,- P:.r(q, 8) = ֊^.
COS б V 2? 4- 7--| 1 COS2 6 к 2е4֊<7՛’ 4֊?

(3.10)

Рз«(9> °) - <°« = wr (g> 0
2cos G

Интеграл (3.7) имеет особенность при / = /7*. Наличие особен
ности в (3.7) при t — tQ, обусловлено тем, что при / — Г* и q — qsc 

полюсы <о — £2, лежат на контуре интегрирования u> (<?> Z).
Поменяв порядок интегрирования в интеграле (3.7). получим

Re Kjt(ws, q' 9)17 dq\ в ” dt (3.11)

где

9, /’=֊? (3.12)

Для (3.8) и (3.9) частный контур

t = 4 (* l''J’ ։ ?’+т2 А г) (3.13)
cd

п плоскости комплексной переменном со определяет одну ветвь гиперболы

<7։’ (0 ' - /7 sin б- —— (кг/±га,) при t>lse (3.14)
п~

где

Гипербола q q- (/) с вершиной в точке q—— il sin & 4՜ V q՜ V cos О 
rr

находится выше действительной оси q, если Zp— и с^>с։
или ';\>/. Она пересекает действительную ось q при любых зна
чениях I в соответствии с нижним пределом интеграла (3.9), если 
/р — Ни ври каких значениях пространственных координат и
I гипербола q = qi (/) не пересекает разреза, проведенного между 

точками ветвления = /7 sin 0 ± 7J — Г cos 0 подынтегральной
функции на комплексной плоскости q, так как c//z?<l.
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Образуя замкнутый контур, составленный частью гиперболы 
д — <7։(0. гле 7։ = 7, (0» действительной положительной осью д и до
полнительными линиями Со и С1 (фиг. 4) точно так же, как и для 
интегралов (2.8) и (2.9), получим

V 6с) Ке (3.16)

е *'</7 (3.17)

Обращая изображения (3.11). (3.16) и (3.17), получаем

ии = ^.,-|-Я(х)[//(7 —/)Я(7х /?)%_. : 7/(/р- -.х)^] (3.18) 

где

9»

//(< —/։) V. р. Ие
0

7. (3.19)

=//(/ — /«.) Ис Л.. (<?„ /) -- (3.20)

«;„ = Н(<֊ПКе (3.21)

При упрощении алгебраических членов в (3.18), заметим, что 
V 2? 4֊ Я1 4՜• № 1՛^ . = 7 (и 4֊ 7^а։)/пг, а для вычисления интеграла
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(3.19) пользуемся такими же приемами, как и при вычислении инте
грала (2.7). Окончательные формулы для и. имеют вид

uu =//(/֊/»){r-c2(p2֊! ctx) c (v ֊ - 72) u։ ] Ц/(Г —z2)
2c?’ 2at |[ ՛. 'i p.ZJJ

(3.23)

(3.24)

где

xz(n- сх) . L у(п zx)и = arctg--------- ------------ г arcter*2-------------- -
' №G* xzas

yfa. xzax
-- arctg —j—з——. arctg ——----- r֊r (3.25)

xz(/r :x) °y (n՛ ;x)

v/sif(x, f/, f9t, r, t*, v, 7) = t3f) 4

4-/7(7р-7х)Я(7 /*)] (3.26)

§ 4. Компоненты перемещения

Компоненты перемещений и. (у 1,2,3) являются суммой и 
«/։. Имеем

“у = ~ ~՜ К) и}1 --

4֊Н(х)[7/(1 l)H(x

֊ H(lo x)H(t —/*)] uJde 1 Н (х) [77(7 7) 77 (7х ֊ /Р) 7/(7 ֊ /,с) +

-|֊//(7Р-7х)Я(/ 7*)]u/։J (4.1)

где 
_ -cj (?2 4- с7х) c-,ud ттс;г7 cJr7U</

’ 2с?Л ' 2са/ %՜ 2p’ 2?:ad

։ c2xz / p-urf\ ^2(?’4- с/х) , e(7a-Z*)u։
2/ ‘2cpn«V xadJ’ U’*՜՜ 2г? 1 at

c2dyfux r.c^zt c2xz / \
2p? ” 2?2a։ ’ “3*- 2p3 ’ 2cpn2V } xa։/

_ ~cdy՝ _ r՝c^zl
Hidc cad’ U'2Je udn ' ’ U;w< carfri2
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“2„ = (4-2)

В формуле (4.1) первых два члена представляют волны продольных и 
поперечных перемещений со сферическими фронтами I ֊֊ !։1 и / = /»֊» 
исходящими из начального положения приложенного импульса.

Два последних члена представляют перемещения, тесно связанные 
движением импульса в среде. Причем, при сверхзвуковой скорости движе
ния импульса в областях х—/р>0, х>0 и ух—/р>0. х>0, кроме указан
ных волн, распространяются еще волны с коническими, фронтами 1= 
и ! — соответственно. Позади, в областях /р—х>0 и /р—ухХ). эти 
волны ограничены подвижной сферической поверхностью I ~ (" с центром ч 
точке х ֊ сЛ'2. п - 0 и с радиусом с(,2. Подвижная сферическая граница 
1=1* не является пи характеристической поверхностью и ни огибающей ха
рактеристических поверхностей, поэтому не является и фронтом волн пере
мещений (фиг. 5а).

Фиг 5.

Как видно из (4.1). решение при переходе подвижной поверхности 
1 = 1՞ остается непрерывным. Однако, решение имеет конечный разрыв не
прерывности вблизи сферических фронтов волн ! - и бесконечный
разрыв поряди । — 1'2 вблизи конических фронтов волн /=/,*.» / ~ 
Физически разрывы премещении вблизи сферических и конических фрон
тов волн пе реальны, и. по-видимому, обусловлены тем, что вблизи фрон
тов волн появляются неупругие перемещения.

Волновая картина при трансзвуковой скорости движения импульс։ 
показана на фиг. 56. При этом члены с коническим фронтом волн 1 (ае 
равняются пулю, так как /7(1—/) = 0.

Наконец, при дозвуковой скорости движения импульса Н(]—1)^0 и 
77(у—/) ~0 и п среде распространяются только волны перемещений со 
сферическими фронтами I — 1а и 7 — (фиг. 5 г).

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса Поступила 3 XII 1976
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THE SOLUTION OF A NON-STATION ARY PROBLEM FOR AN 
ELASTIC SPACE WITH MOVING CONCENTRATED

IMPULSE IN THE MEDIUM

S. G. SAHAKIAN

Summary

The non-stationary problem to determine the displacement vector 
in a uniform isotropic elastic space induced by a moving concentrated 
impulse in the medium is considered.

The accurate analitic solution to the problem is obtained to in
verse the integral transformations of Laplace and Fourier by the method 
of Cagniard.
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