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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА 
ПРИ НАЛИЧИИ СЦЕПЛЕНИЯ

Контактные задачи для прямоугольной области исследовались многи­
ми авторами [2—4]. которые, в основном, при решении задачи пренебре­
гали трением между прямоугольником и штампом.

В работе [51 рассмотрена задача равновесия прямоугольника с заде­
ланной кромкой, а в (€>| —контакт двух прямоугольников вдоль одной 
кромки. Контактные задачи с выявлением характерных особенностей ре­
шались в работах [7—10. 12—13].

§ 1. Рассматривается задача о вдавливания двух одинаковых симмет­
рично расположенных жестких штампов в упругий прямоугольник (фиг. 1).
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Фиг. 1.

Принимается, что между штампами и упругим материалом существует 
жесткое сцепление. Для простоты принимается также, что граница прямо­
угольника вне штампов свободна от внешних усилий. Задача решается 
только для четвертой части основной области. При этом удовлетворяем 
условиям симметрии

и(0, //) = «(х, 0) = 0; -Х!) (0, у) = ~֊хд (х, 0) = 0 (1.1)

я граничным условиям

3х(-> у) = *<*(’» у) = о (ОСу < А)
и(х, Л)=®(х), V (х, А)=/(х) (0-^х-Са) (1.2)

(х, Л) = ~.Х9 (х, А) = 0 (а < х < п)

Функцию напряжения Эри ищем в виде [1]
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co

Ф (x, ։;) = c։x* ֊■- Cjf/Ч- У [A ch kg 4֊ Bk sh ку + kg (Ck ch kg 4֊

oo

4- Dk sh Az/)] cos Ax 4- 2 [£* ch 3bx — Fk sh 4֊ ptX (Gk ch SiX4֊ < 1 -3> 
л 1

4- Hk sh ^x)] cos '^ky՝, ~

Учитывая известные соотношения между функцией Эри, напряжениями и 
перемещениями [1]. удовлетворяя условиям симметрии (1.1) и второму 
условию (1.2), получим

Вк = С к — Fк = Gk = 0 (14)
В к sh 4- Hk (sh -»■ 3^- ch Злп) — О

Введем обозначения

З3(х, A)=-^+26tcos*x=|e(*) (1.5)
2 к I 0 п<х<к

_ / V -I |’(х) 0<х<а■^/(х, А) =- >. a*-sin кх --
*։-i I 0 а<х<п

где <з(х) и тбх) — неизвестные контакты напряжения, которые подлежат 
определению.

Удовлетворяя первому условию (1.2) и условиям (1.5), после некото­
рых (Преобразований для определения неизвестных коэффициентов полу­
чим следующие бесконечные системы;

■■ ~Р''------ ֊, [(֊ 1Г (a, Cth ph 4 b,) - & V, - ftZl^
sh ph ch ph 4- ph L к (p- -f- p*)-

(
_ sh-'^z I ~ (- , 2?2 ” kXk

h sh ch 3РП 4- I *4 Й ‘ 4֊ Sr

и равенства

(Д4 + Л) sh kh + khDt ch kh =
/<■

(1.7)

c։ = c։
4

1 00 { 1\*+*л
1 у (— 1)о*

2Л h

где

а
2 гак = —-It (х) sin kxdx,

о
Ьк = cos kxdx
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Коэффициенты разложения (1.3) через новые неизвестные Хц и 2». выра­
жаются соотношениями

А2 кЬАь — сц — ( — 1)* (1 4- кК сЛЬ &Л)Х*, к- кН =(— 1)*Хк

Й 51։ й*£* = (-1 )‘+։ (1 + Й« с‘Ь М гк, й й' Я» = ( -1)%

Перемещения «(х, к.) и и(х, И) определяются формулами

со (
Ей (х, h) = 2х (с2 vcj 4֊ 2 )(1 -г '0 cth kh ак ֊4 ( - i/

Jfc=I ’
(1 ») cth kh

(1 ֊1֊ >) kh x ( 
sh2 kh

sin kx 
к

- S t ([2 + о -i ') ?-՜ cth Msh ЙХ - (1 + V) Й* ch ЙХ1 (1.8) 
"j Px sh8tK

Ev(x, h) = 2h(c, «„) S[(l + v)ot-2(֊l)‘Xt]-52֊^- 
k~l k

Удовлетворяя условиям для перемещении (1.2). после некоторых преобра­
зовании для определения неизвестного комплексного напряжения

р(х) = а (х) 4- Г (*) (— а <х<а) (1.9)

получим следующее сингулярное интегральное уравнение:
и

р(х)----- —-—- (p(y)ctg^—— dyС(х) (1.10)
"(1 —v)J 2

— а

где

03
(1 - V) СМ = Е-У (х) - iEf' (х) ֊ Re + 2 ЯГ’со։ кх -

*=1

i 2M”s!ntx

^։= (1Л1)

[khat + bt (1 + 2kh ֊ e ’“)] I- 4( s (Й֊1~Ьу-

a
Ee = 2 (c.. — VCj) — i—V i| 3 (p) dy

0 
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apk = 2 (1+ 2 >.*) £ ֊ 2P + 8, (1 -:v) (к- + g) cth ?„= 

(shAAchAA kh)'Kk kh. /сАДд- -/֊e-sh՜ AA

При получении уравнения (1.10) 
мы (1.6) и значения рядов

были использованы бесконечные систе-

cos кх _ 1 |п ______1_____
к ” 2՜ " 2(1 — соях)’ (о<х<2*)

Л-1 к 2

Решение уравнения (1.10), следуя [11]. записывается в виде

Р(Х} = ЛСи)+ Г - --T.W (1-12)
2" JaZ(,)sin^ 

£

’где

О֊*)* . W-՝)
(14-v)(3-֊v) ’ (i + v)(3-v)

7o(x) = z(x) ^4։sin ֊֊֊ + Bjcos-֊-^ (1.13)

Re p (x) = з (x), Im p (x) = ֊ (x)

Умножая (1.12) на sin mx и cos mx (m = 0. 1. 2, 3,...) и интегрируя 
по x от —« до 77, в силу (1.2) для определения ат и Ьт получим 
следующие бесконечные системы:

а„ = /?։СЩ 2 Й։с2 + 2 О! ֊ ФЙ + 7՛^, (m = 1, 2, 3,...) 
ЛИ Л-3

(1-1
ОО СО

= RoC& - 2 М”сЕ 2 /?М- ф£! 1!?. (>п = о, 1, 2,...) 

где
а • а

>iClm = Z j ck (х) sin mxdx, VjCS = ck (x) cos mxdxt (k — 0, 1, 2....) 

—a —a
а лЫ

= z J st (x) sin mxdx, ՝\SSn = J (x) cos rnxdx, (A = 1, 2, 3,...) 

—a —a
a «

•■'/I’oJn = i Фо (*) Sin mxdx, ‘/։Фо™ = Ф<> (x) cos mxdx
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= 1 ։, ‘»о (*) 5‘п тхдх,
•)

а

70 (х) сое лпхс/х 
— о

Фо (х) - А [£<р(х) - /£/(х)] + ֊5^- С £?'<■) Л (1.15)
2Я < г«)։!п^

с,(х»------^4 ։,п(^ + -^\ ₽ = п, ,1 = я(1-,)
СОЗ “р \ 2 /

/ \ Л > , В*(х) (* СОЗ^Тс/т
с։ (х) = А со։ кх -|------ - ----- ------------ ------ -

2- .л(,)55п__5

(х) = А з։п кх +
з1п к'ск

2(т)81П—-

Таким образом, рассмотренная задача сводится к решению совокупности 
бесконечных систем (1.6) и (1.14), где неизвестными являются Хх,
Ок,

Покажем, что после введения новых неизвестных

Хь — ^ХкУ Хк -- Хку ак = акк^у Ьк — Ькк*

(к = 1, 2, 3,...). (0<а<0.5) «*г

(1.16)

совокупность этих бесконечных систем становится квазивполне регулярной.
Суммы модулей коэффициентов при неизвестных в системе (1.16) име­

ют оценку

Сумма модулей при неизвестных и свободные члены в системах (1.14) с 
учетом (1.16) стремятся к нулю при возрастании т, как 0 (т ' 'г ’).

Имея решения бесконечных систем, комплексное контактное напряже­
ние удобно определять по формуле
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p (x) = e(x) + r. (x) = - | Ф0(х) -h P0co (x) I

֊ YPV’cJx) ZV/tf'sJx)} -T0(x) 

4-1 k-X

(1-18)

которая с учетом (1.15) получается из <1.12) после некоторых преобразо­
ваний.

Коэффициенты .4, и В, определяются из условия разрешимости инте­
грального уравнения [11] и из условия статического равновесия

2М, = -rPch^tha;. 2'В^- Pch^ (Ы^)

Удовлетворяя недифференцированному уравнению (1.8). получим связь 
между силой Р и осадкой плоского штампа Л

£г = ^- + 2 — [2**±(1 »+>(-։)*)« М

где

/ 9; [„ хл ('-“ЛкИ .\ 4( ( 1)Х4.Дл - 2ч + 4. (—£֊֊ ■ +------—----- 2

г.к и Д< определяются формулами (1.11).
В качестве численного примера рассматривается сжатие прямоуголь­

ника двумя плоскими штампами, которые вдавливаются на величину 6.
Рассмотрим численный пример при следующих значениях параметров:

А = а = ֊— ’ •* = 0.25 
4

(1.19)

Вычисления показали, что в этом случае бесконечные системы (1.6) а 
( 1.14) вполне регулярны. Решая эти системы и подставляя полученные зна­
чения Ат. Ьп. 7.. ('П = 1. 2.......  15) в (1.18). для вычисления контактных
напряжении получим формулы

I о ь_ 1
о(х)=Я 2“*COS————-

I *=>։*“ *

ОО 
х SY bk sin 

4-1

2k- 1

(0 x<a)
00

t (x) = H C V, aj sin 21-1
2

°° • 2k - 1 
x 5 У bk cos------------M 9

fc-1 z

где

3.287299— ■ -—— t 
• / . a—x , a -f- x 
J sin —sin —2֊

C cos«(x)
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5= sin а (х), а(х) = ;)п

. « sin-----
2

. а 4- х sin-------
2

Значения некоторых первых коэффициентов приведены в табл. I.

Таблица I

к (,А

1 ■0.302417 0.805837 0.836693 0.289719
2 0.190233 0.249579 0.249579 -0.190233
3 0.065907 0.078871 0.078871 0.065907
4 ֊0.036894 0.046303 0.046303 0.036894
5 -0.014458 0.013504 0.013504 0.014-158

При л—а. то есть около концов штампа контактные напряжения имеют вид 

0.523423sia[a(x)- a։l 0.502712 cos [а, - а (х)] _
'Iх!--------- ■ ■ £9, \Х) - - --------------- ---- - ---- __ £<>

। . . а х . а ։֊х / . а х . а 4- хsin sin -֊2֊ |/ sin sin —2֊

где

На (фиг. 2) сплошными линиями показана форма распределения кон­
тактных напряжений ог(х) и т(х) для случая Л = л. « = .т/2. а пунктирны­
ми — для случая Л = я, а=я/4 при одинаковых 6.
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Чтобы штамп получил данное (перемещение 6. к штампу в случае а = я/-1 
следует приложить силу Р — 1.113326 £6, а в 'случае а = я/2— 
£=0.722437 £6. В случае контакта без трения условия и(х. к)=ч>(х) за­
меняется условием т(х, А)=0. (О^х^а), и задача сводится к решению 
сингулярного интегрального уравнения первого рода с ядром Гильберта 
относительно нормального контактного давления. Решение этой задачи 
совпадаете результатами [3].

§ 2. В этом параграфе рассматривается контактная задача для прямо­
угольника, сцепленного по части [—а, а] кромки у=0 с жестким штампом 
(фиг. 3).

Фиг. 3.

Рассматривается случай симметричного нагружения. В виду наличия 
симметрии задача решается только для правой половины прямоугольника. 
Граничные условия задачи следующие:

«(0. </)=0. = 0 (0<„<Л)
(0, у) = 0, -,.v у) = о

. м 7, , ~ , (2.1)
(х, л) = —֊ 4- 2 Ik cos kx 

к-\

Vv(x, Л) = 0 (0<х<^)

=.(х,0)=0 (а<х<>); «(*, 0)-?(х) (0<х<о) (2>2)
'ху (х, 0) = о V (х, 0) = /(х)

Вместо условия (2.2) сначала удовлетворим условиям

°у(х» °)= ^4֊2^cosAx= 0 С л < а 
а <С л՜ < -

(2.3)

•л-у (х, 0) = У ak sin kx = 
L I

0<х<а 
а <х < т.
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то есть найдем решение первой основной задачи теории упругости для пря­
моугольника при условиях (2.1). (2.3). Решение этой задачи в общем слу­
чае нагружения было получено в работе [1].

Функция напряжения Эрн ищется п виде (1.3). определение коэффи­
циентов разложения мосле удовлетворения граничным условиям сводится 
к бесконечным системам линейных алгебраических уравнении относительно 
неизвестных Хр, У;„

-£ ( 1 + /V(1 + Л/,'7’) = а, - Ь„ +

... .О'- 4. 4(-1)У у _
«и рЛ П ({£ 4- р3)։

*' ( 1 . м?) - -^ ( 1 • Л//') I, •

а, 4(-1)У ” (-1)^ 
ьЬ р/։ ’ к .—։ (|1* 4֊ р’)а (2.4),

(р=1, 3, 5,...)

(14֊ =
4Й у кУ* 2_ ~ как

А *=£,... (**+Й)8 + Й

(р = 2. 4, 6,...)

и к равенствам

с> ֊֊
1 у (-1)%

2А А к4

где

рКГ^ = с ՝)(рЛ —зйрЛ)— р1и\\рк 

з1г pH /V/' = (1 4֊ е ’*) (рЛ 4- зЬ рЛ) 4- рк зЬ рЛ 

зЬ:рЛ М,.՛1 = рЬ(ей рЛ 1)4*зЬрЛ(1 — е еК) (2-5)1

з!г р/» М'/1 = р/» (ей рЛ 4- 1)4 «й рн (14-е рА)

։Ь։ ₽,<(£’ = ?,=

Коэффициенты Ар, С г, 1)„, Ел, Н„ выражаются через X „
X,, по формулам
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Д — * Л Р^ \ _
* '2р‘ зЬ рк \ зЬ рЛ /

- 22 сЬр/. + 1 Л + рк\ _ ’^_с։11 р/։
2р- зЬ рк \ бЬ рЛ/ р՜

Г> Н Р Хр р /' • X А’ 1>
Р ~ ~Р* ~2р~' Р~ 2р~

2р- зк рЛ£>р = (1 — сЬ рА) Хр ]- (1 4- сЬ рЛ) Ур (2.6)

й зЬ ^Нп - 2₽> Й бЬ Зрг£р = ֊ (1 -|- эятг СИ1 ?р-) г, 

Гр=6’р = 0

Величины аР и Ьр, входящие в (2.6), определяются из условий для 
перемещений, которые имеют вид

2х (с։ - Ус։) + [/$» 2а* + (1 ֊ V) = Е<? (х)
Л-1 к

(2.7)

Еу, + 2 [М։> + (1 -я а„ ֊ 26.] —= Е/М

:где

2АЧ” = - Л.а* + - (ЪЛ +

! 8(-1)Ч» (1-у)»ЬАА-(1 + »)йА ” 
։Ь кК !֊ кк (£ -г *=)?

8 (-1/6- (1 у)51.АЛ4-(1^-»)6Л “ ?„2„
к зЬ кк — кк (Й 4֊ к2)"

_ 8( 1/6* ” [63 + (2 4-у1ЙНр

" Д мйТл¥

Л1” = Ма.-М6*+’0.4 +

. ։Ь 6Ас1Ь — м8(-1/бг __________2_
- ^кк-кк ։,=1֊ „. (Й -, /?)•-

8( 1/6»_______ 2
Т. ։Ь6Л+ 6АР_^.„. (Й-*֊6։)։

6!Л։Л. = 4|Ч(е-‘л ։Ь кк + к2к! кк), = 2|>։

Мк = 4|1а, к*1гМк 2и* (е ХА к/՛1 + к‘К: -[- кк)
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ևհՉե — — տհ АЛ, АЛ7г — 2;^ տհ АЛ (14֊ АЛ շէհ АЛ)

1*4(տհ* АЛ —А2Л2) А2 А2

Из (2.7). учитывая (2.8). аналогичным образом для комплексного кон­
тактного напряжения р(х) =<т(х)4-<т(х) получим сингулярное интеграль­
ное уравнение вида (1.10). в решении которого (1.11) следует учесть, что 
л!” и /й1 определяются по формулам (2.8).

Уравнения для ат и 6,„ в этом случае принимают вид

а. = ЯД’- - /Й’СЙ- У - <՛ + (т =- 1, 2, 3,...) 
л=.1 Л -I

(2.9)

ьт=лос£ - շ 4֊ շ + фй! - Հ2Հ (ш = о, 1, 2, з,...) 
4=1 4-1

/?и и коэффициенты ՇՀ„\, 5Հ”?, ФЙ, Т« ' определяются по формулам 
(1.15), где следует заменить В на — В.

Бесконечные системы введением новых неизвестных, аналогичных 
(1.16). приводятся к квазивиолне регулярному виду.

Из условия разрешимости уравнения [11] и из условия равновесия 
определяем .4, и В, (1.18՜).

Удовлетворяя недифференцированному уравнению, найдем связь 
между результирующей силой В и постоянной Уп (жесткое смещение 
системы).

Институт механики
АН Армянской ССР
Ереванский зооветеринарный

ннсгиту։ Поступила 16 XII 1976

Ա. ճ. 1ԱՍ»ԼՈՅԱՆ, 1Լ. Ա. ՍՆԴԻՈԱՐՅԱՆ

ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ ՀԱՐԱԿՑՄԱՆ ԱՈՊԱՅՈՒԹՅԱՄՈ

Ա մ փ ո փ ում

Դիտարկվում են կոշտ դրոշմների և առաձգական ոսլղանկւան կոնտակ­
տի երկու դհս/րեր'

երկու կոշտ դրոշմներ սիմետրիկ ձևով Հարակցված են ուղղանկյան Հեա 
և բեռնավորված են նորմալ ուժերով։

Ուղղանկյան մի կողմը որոշ մասով ամրակցված Լ, իսկ հղրա դծի մնա­
ցած մասերում արված են լարումները։

Խնդիրների լուծումը Ֆուրյեի շարրի ե Հիւբհրտի կորիզով հատուկ ին- 
էոեղրալ ՛,ավաиարումների լուծման օդնով/յամը բերվել Լ հանրահաշվական 
հավասարումների բվաղիլիովին ռեգուլյար անվերջ սիստեմների։
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1/ տարված են բանաձևեր կոնտակտային լարումները որոշելու համար։
Երկու դրոշմների դեպքում բերված են հաշվումն երի արդյունքները ։դ։ս- 

րամհարերի որոշ հարարերուք)յոէնների համար։

A CONTACT PROBLEM FOR A RECTANGLE WITH 
A COUPLING

A. A. BABLOYAN. A. A. ENGHIBARIAN

S u m m a г у

Two instances of contact between an elastic rectangle and a punch are 
considered. In the first instance two rigid punches are coupled symmetri­
cally with the rectangle and loaded with normal forces. In the second 
instance the rectangle is fastened on a part of one edge, and stresses 
are applied to other sections of the contour.

The solution to the problem by the Fourier series and that to the 
singular equation with the Hilbert kernel arc reduced to the infinite 
sets of quasi-regular systems of algebraic equations.

The formulas for contact stresses are derived. For the first instance 
the results of calculation with actual correlations of parameters arc 
presented.
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