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НАГРУЗКИ

Исследовано кручение ортотропного вязко-упругого призматического 
стержня 'некругового сечения при действии вибрационной нагрузки. При
лагаемая нагрузка меняется по гармоническому закону с постоянной ампли
тудой.

Эта задача для изотропного однородного и составного стержня рас
сматривалась в работах [ I. 2].

Показано, что составляющие комплексного модуля существенно зави
сят от частоты колебания и температуры, при этом за счет работы дисси
пативных сил происходит выделение тепла. Для определения температуры 
получаются нелинейные дифференциальные уравнения параболического ти
па. содержащие некоторые функции, которые находят экспериментальный 
путем.

В предельном стационарном случае вопрос сводится к решению диф
ференциального уравнения эллиптического типа.

Принято, что на боковой поверхности стержня температура неизменна 
и равна температуре окружающей среды. Кроме того, предполагается, что 
температура вдоль осн стержня не изменяется.

1. Рассмотрим кручение ортотропного призматического стержня из 
вязко-упругого материала, на одном основании которого действуют усилия, 
меняющиеся по гармоническому закону, статически эквивалентные неко
торому крутящему моменту.

Пусть компоненты деформации в поперечном сечении стержня изме
няются следующим образом:

-։ _ ' (dz дх — у) cos ■•>/, = 7՜ (О'֊ ciy ֊1 х) cos "t (1.1)

Тогда компоненты напряжения будут равны

cos И ’ ?։)» \s = cos b)՛ (1.2)

Здесь и" ֊ угол закручивания. ф(х. у) — некоторая функция, подлежа
щая определению. <[•, и <|. — сдвиг фаз между деформацией и напряжением 
г. двух перпендикулярных направлениях, которые примем за оси коорди». 
нат. В дальнейшем индекс 1 соответствует направлению оси ох. а индекс 2— 
оси оу. Остальные компоненты деформации и напряжения отсутствуют.

Связи между компонентами напряжения и деформации для орч-троя- 
ного вязко-упругого тела возьмем в виде



Кручение низко-упругого сгсржня при вибрационной Н.нрузке 37

г I
■„ = ^,(Т, -.я:= \к,(Т.

Подставляя значения 7х_, из (1.1) в (1.3) и вводя переменную 

имеем

К)(Т, -) е‘ • d\ sin

= 7° Re I к,{Г, :)e'-e/: I coswf -

Im j К\(Г, '.)e՛"'•d'. sin <of J (1.4)

0

Введем комплексные модули [3j в двух перпендикулярных направле
ниях

Л'

Ej ( Г, ։՛>) = К) ( Г, I) е' '■ d՜- Е ( 7', <ч) — iE, I 'Г. •՛՛)

I)

= ЕД Т, »'|)сов7, /2Г7( Т, ։՛/) sin гt ( у = 1, 2) (1,5)

Из (1 4) и (I.5) получаем

у ( —:— у ) [£\ ( Т, (и) cos и/ Е\ ( Тг «>.) sin ••>/]"
\ дх /
/№ \ • <1,6>

“ z (—:------л)1^2(л -Ocos«՛./ -г Е1('Г, ՛•>) sin ՛•՛/1
\ ()у /

Устанавливается связь между амплитудами напряжения и дСформд-
ции

XL- = z — У) Ег ( Т, ".), =, Г (д-^/ду Ц- Л-) £_ ( Т, *•>) (1.7)

В случае относительно небольшого теху.ературного интервала для 

Ej(T, ф) и Ej(T, ci) можно воспользоваться линейной а проке и мафией. 
При этом Е){Т, н>) можно считать постоянным

£‘('Л <•>)-■4., Е‘.(Т, = . CjT (у-1,2) (1.8)
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Так как обычно E, (Т, о) < Et ( 7\ «.՛), то величиной Ej(T, >՛>) но 
сравнению с E՛ (Т, <•>) можно пренебречь. Из уравнений равновесия и 
совместности получаем, что искомая функция ? (х, у) в области 5 
поперечного сечения стержня удовлетворяет уравнению

£—+£֊=О (1.9)
Ох՜ Оу*

а на границе L области .$' удовлетворяет условию

л’)Ез cos-(«, у) г (у\Е\ cos (л, л) = 0 (1.10)
Оу / \ дх /

11утсм аффинного преобразования области 5 на 5'

X •- хр у = У5 г/։; «i = EjE\ (1.11)

уравнение (1.9) и граничное условие (1.10) преобразуются соответствен«з 
к виду

—
-----" 1 '' [«/։c°s(n,, xt) - X|COS(rti. i/,)] на L 
dnt

։ де L՝ — граница области .S", п, — внешняя нормаль к L'. Как полу- 
;ено в работе [1], функция ?*(х։, ?/j) дается по формуле

?* = Rc/(C), /(Ц=-О- | о е'“ (1-13)
&tu . J *

|:|-1

де "'.(г) (Пункция, отображающая область 5 плоскости г։ ■= 1у\,
на круг | ч | <՜ 1 плоскости ; =

Вычислим момент, действующий на основание стержня

COS 'Ч/<•>) cos
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л՛

«>) $*Ш <р։ —

■у՜՜ ։/)£'։('Л "’)<»> 
ох /

дъ

‘>у

д՞-

дх
сок '7

)£։ (Г, ՛•՝) (1х(1у ■ Я1П «>/ Д.СО5 (■-՛•/ <р0) (1.14)

$

У

д

где М6 амплитуда момента М. а — соответствующий сдвиг фаз. 
На основании этого получаем

м[>(е £2(Г, а-)

Л’

Ш5Нх)£;(Г՛ ")_уС \ • \ I2!1 * *'2

1 !з (1.15) получаем

■л ՝ - М^()

где

։/ )£՝1 ( 7', и>) \dxdy (1.15)-

Учитывая (1.11) и переходя к плоскости : /<՛, получаем

/'՝ НИ։С-)Р11’>|Г ПР~ ЬпС'‘1С)‘М^/О) |&( ш) ^^У-[ ~

+ ( П’ 1-;Ог[(Ке-։Г.))е477!՜՝՜1- (1т С))£
£1՜ (Т, 

Ех{Т.^)

1 / £2 (Л <•>) , 
2\Й(Г, и>) '

А՜: ( 7; ч 
£:(7\ <•.)

*т ('"! (')՝"։ (•)/' (9) Й(Г, <0)^77, (1.18)
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где ю1 (') — отображающая функция области 5' на единичный круг 
/(ч) определяется по формуле (1.13).

Работа, совершаемая яря вязко-упругой деформации, будет равна [1]

откуда на основания (1.1!) и (Мб) после перехода к плоскости 
■ — ; 4- г', будем иметь

= ^(7: ՝■■). ф Л (г. о.)
@|.иц.(С)|* /Гн 7’,։») •г Е-1(Т, >■>) ।

Е1{Т. ы) I
(1.20)

где

Ф О - Г С) - / г \ ■՛>, (:) I и>; о р (1.21)

Интенсивность выделения тепла совершаемой работы за один никл при 
деформации вязко-упругого тела будет

* = {|КеФ(:))=4^֊-[ЬФС-)Р о .22)

I £։(/.։••) Е>(Т, <>») I

Здесь А՛ — величина, обратная механическому эквиваленту тепла, ‘к — ко- 
эффицненг. равный доле .механической работы, переходящей в тепло. Для 
установления максимального нагрева будем полагать это՛։ коэффициент по
стоянным и равным единиц«՛. Функция Ф(£) дается по формуле (1.21).

Для стационарного случая уравнение теплопроводности в области 3 
принимает следующий вид:

(1.23) 
дх" о։ оу аксх

где а, и а: — коэффициенты температуропроводности в двух перпендику
лярных направлениях, которые можно считать независящими от измене
ния температуры, с — теплоемкость. — интенсивность выделения тепла.

Граничные условия для температуры 7 (х. ?/) таковы!

Т= То на Л (1.24)

ю есть температура на боковой поверхности стержня равна температуре 
■кружающей среды.

Принято, что

а„/ах = Е>: Е՝, (1.25)

то есть о:ношение коэффициентов температуропроводности в двух направ- 
\ениях равно отношению модулей накопления в соответствующих направле-

■ ; ях
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Если учесть это предположение, принять по внимание формулы (1.11).. 
(1.22) и перейти к плоскости с = с-Нч>.уравнение теплопроводности (1.2'3) 
примет следующий вид:

ВДГ-) 1[КеФ(;)Г4(Г^

Н1шФ(:))г^ 1̂ -о 
£2 ( г\ <•>) I

при граничном условии

Г* ֊ 7’0 на окружности | С | = 1

Используя ( 1.8) и вводя новую переменную

«(;, Г* Гл <)- Л.

из (1.26) получаем 

при граничном условии

м = 0 на окружности ! | •- 1

(4.2б>

(1.27'

(.1.28)

(1.29)

(•1.30)

(1.31)

Здесь

/» (=> {I«е*1’(■-)]’ ֊֊ - [Ь "’С']= 4-1 <։■֊<’)
31 МОН । Л ^1

И?.’•» = Тй!‘\ - ! |КеФК)ГЛ’-^Г- -[1.П Ф(4)Г - :;Сг7;՛ 
<2|«։Ь)г I А А

Уравнение (1.30) при граничном условии (1.31) встречалось при решешг: 
задачи для изотропного вязко-} пругого стержня [1] с той разницей, что 
функции /<>(<• ц) и / ,,(;. ։)) в данном случае имеют более сложный вид.

Ищем решение уравнения (1.30) при граничном условия (1.31) в виде

-V. ?/)?о(А> у) Уха у (1.33).

где 6'(д, у) — функция Грина уравнения Лапласа для круга |£| < 1, а 
!.„(>•, ։/) — произвольная неизвестная функция, непрерывная и имеющая 
непрерывные производные в круге.

После подстановки (1.33) в (1.30) для.нахождения |10(х. у) подучаем- 
интегральное уравнение Фредгольма второго рода

1‘о (л՜. У) ^и(х, уН I ( Хо(*> Ш у.) Мм. Ъ) diff ՛] (1.34)
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где

^о(*> ХЛ <• 'Р =/о(*« Х/)6'(*» .»/; *» Ч) 

Легко показать, что интеграл

т}) )2 <{\ сЬ, с!х<1 у < С< ;-

(1.35)

(1.36)

Для этого оценим данный интеграл

/,) (У; </(1хс1у —

( 1/вС*« X/) |^(х. //;

|:1<>

•< № ^г/л-г/т/^ 1</(х. у՝, т,') Г՜'<£</', -

Г.1' ։ Г'1 I

1 — 2 И'о соз (О — ։»0) 
[.- -2?р0соз(» М - | Г'о^'о^о (1.37)

Оценим внутренний интеграл

2т 1

\ \ |1п|1 2рРоСОя(’> — {>0)+р2&2|—

*• о

-1п |г/ — 2 :<>0 соз (я ։>0) - 112

<։ 00 ».2л-2
-------------! и 4г У ±----------------  

п 1п-г 1)(«Ц-2)---------------- « (Л 4-1) (П -г 2)
(1.38)

Подставляя (1.37) в (1.36), получаем 

X/: (1.39)

где .''V — верхняя грань функций /о(х, у).
2. Для ренииия интегрального уравнения (1.34) его ядро заменим вы- 

рожденным. Разложим ядро в двойной ряд Фурье по ортояормированиым 
с ։ 1 с тема м фуик ци й

(?*(*. Х/)> г.)> (^ гп = 1,2,...) (2.1)

з виде

^о(л', X/; => ^)= 2 х/)?т(;։ V;) (2.2)
к, т -1
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Для коэффициентов получаем следующее выражение:

'/։ ’м ',) Ь .V) dxdV ■ <<• ■'*) d'idl> (2.3)

После несложных преобразований интегральное уравнение принимает вид

Jlo(*> у)֊ J, Akm?k(x, у) Фт(:, = FQ(x, w) (2.4)

k'm ’ |:i ։

Как известно [4], решение ингегрального уравнения с вырожденным 
ядром можно свести к решению линейной системы алгебраических урав
нен и и

После некоторых вычислений получаем | 1|

л- л՛ .
1*0 (х, у) УМх-m ?mU. у) (2-5)

t-1 Li-J ՛

где постоянные Л՜-,, определяются из линейных систем алгебраических урав
нений

.V
X- V Ат,Хк ~F.n (m =*l, 2,...) (2.6)

где

F* = J y)<?m(х, y)dxdy (2.7)

М ’։

Подставляя полученное значение для jiM(.v. у) из (2.5) п (1.33) и учи
тывая (1.29). находим решение задачи в следующей форме:

Г*(Е։, ч,) = Т, U О О՝(?„. w i. <) </«/>, 

i f' ։

Л' р %
-г V Л-1 1б’(?|}, т,)^(с, 7,)c/c</7J (2.Я)
Г'-

У,= V Х.пА,п։ (2.9)
nt-- I

3. В качестве примера рассмотрим Стержень, область S поперечного 
сечения которого ограничена эпитрохоидным՜ овалом, параметрическое урав
нение которого имеет вид

х = А’( cos ։> — — cos 3։Д у— I '■ А / sin՛։) | —֊ sin 30 J (3.1) 
\ 3 J \ /

Я>0; 0<а<1
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После аффинного преобразования (1.11) области 5’ на 5’ (3.1) преобра
зуется к виду

.7։ 51п «• -— я։п 30 
3

Отображающая функция области 5 плоскости г։ л։ — й/р огра
ниченной овалом (3.2), на единичный круг плоскости 2 : - /',՛ имеет
вид 

(3.3)

Гогда /0(:, /,) и г|) » полярной системе координат даются в виде

| 4ог (#1 — д.Л (2 а?* ?2 4֊ ЗУ соя 2;))
2<2 I 1 -Г 2<У соя 2П ч- а2/

Ч‘о(?) т

- ՝* 2 (?)соя 2'՝* ; ‘1'4 (?) соя 45’4- Ч'й (?) сов 6՛» 4՜ '4 (?) сов 8;»

р/42А?։ (4?.:('։ '•.•) (2-?4 -г Р2 «У соя 21» 
2Ц |՜ 1 2уСоя2!)4 А'*

1 
I

4- 7 (р)соя2՝) — 7։(?)соя4'1 — Ха(р)соя6՛։ 4 (?) СОЯ 851 (3.41

где

4% (?) = - (4 *.) (V ֊ 6/ 4- аУ - 2аУ) ±- I

ч; ((-) ֊՛ -^֊12«(81 + Я.) (3?= -2! + ֊ (15 ֊ -г 7аУ)1

т՜՝’Г. (?)--^-(«,-?։)(7+ «'(-•): ^(?)=у(8. (3-6)

/.(?) получается из 4Г.,(?) при замене и соответственно на X, 
и 4*



Круч- ни.- вязко-уиругог<и стержня при ВПбраШЮ1111<Ж НАГруЗКС 45

Ортонормированную систему функций (2.1) возьмем в виде

|| ?й 121:Лсои,П| |/ _LL Г.- cos (3.7)

(к, m — 1, 2,...)

Согласно формуле (2.3) для коэффициентов Фурье получается вы
ражение

д _ jiflY т • 1 | 1 .. . ч . 9 - 47-______________ 12?-՜
'2-Q|1 fl 9V։՜ >2 I (24 - 4) (24-; 6) (2k-vW2k 8)

16а- з*

(24 8) (2k Ю) (2k-rV2)(2k -14)

з ('։ ’ ■'J I (2*+4) (24-| 6) (244֊6)(24^8)

_______ 6________ ______ 6a՞______  
(24֊| 2) (24 -4) “ (24 6) (24 8)

9 ■'((/> 'l)(p | 6)(,, ֊ -8) (p-r8)(p 10)(p 12)

9('‘ Ip - 4)(/,
______ 16 a՜

6) (p 4՜ 6) (/> 4՜ 8)

15a2 \l м2։ . 2*'('«։ 4֊ /...) (p— 12)
(p 4-8) (p 4֊ 10)/I " 9(p 6)(p-8)(;>4֊W)

у . _ } ।_____ 15 4a-
(/) - c.i (p 8) ip — 8) (p — IOi

(p 10) (p г 12) (p — 8) (p — 10)

,_________ _________I -i?!________ -?J (ч ~ ,yS) I
(д I 12)(p -;-i4) r" 9(/> -10)(p- 12) d

(3.8)

где

| 0» | 0, т • к - Г
( я, 4 = гл кп‘ | п/2, щ ֊ 4г/\ (/ 2. 4, 6, 8; т, 4 = 1, 2,...)

(3.9)

для краткости обозначено р=к-]-т.
После некоторых вычислений находим из (2.8) решение в следующей 

форме:
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где
.V

аЧ

н,=

Фо(., 0) = _ММ
и'’ ; 2(? I. 9

— У-
4я &

7֊’Ч֊,Х соя 2А’> 1 р* 2
" ^ЗЛ' 4

к - 1 1

ГП

’(1
36

я3(1 р24 *)\

ЗА' 1 9

324

(3.11)

2 

4

. -2«* 2 •ьу
27 324

Г—соя 2)11
3

7 Р'
180 12 3 4

+
27 9

аУ »у
45 36

Й V
—— соз 40

9 18(2
1^-' 1 - 

12 4

: - - СОЯ 21)
4

9
_(1-р2)_4«Ч1

Зау

2

/)֊2^(1 ?8)֊

-и

г —(1
2

3
-~(1֊ ?’°)4

«м

2'

Т <1

о*/
8

*4 1 —

I 3? > •>՛

2 3 2

’т"
•х'"рЯ

)—— соя 6<>
12 2

2"'/

18 б 2
— (1 р1*]
18

5^3
—^-’соя 8И
16 1»- — (1֊?։й) - (1

18 18

Постоянные Х,„ определяются из уравнения (2.6), где Г„ 
в виде

(3.12)

даются

А
I 6т:аМ-.Л?4

2(2
44-
15

.)!՛֊
6 18

Г .1.1
3 ' •:
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I Ю-д-’М^Ч а(/։ л3) . / 3 а2 2а" 2а” |
2(2 | 90 ՛ 1 2 + 6 11 13 1

г _ ) 1 . 1 г а“ а” ■
” ('» Ч1. 18 162 8 • 9 I

г_| 18^4.4^*. .,/ 1 2аи 2а”\ ... ,0.
8 2(2 ■ 162 21 ' 23 • 3)

= _ 1;.-_—(< ^ _ 1 а= (3Д4)
(2 5т 4֊ 2 2т 4 6

{т =/= 2, 4, 6, 8)

Подставляя из (3.10) в (1.18), получаем уравнение для нахождения 
параметра (?.

Температуру на оси стержня, то есть при р~0, обозначим через 7 ,. 
Тогда из (3.10) и (3.12) получаем

Т рЛ2Я< [. , . / 1 2а2 «4 \ , .а (2а2-9)1л= 7.+ -^֊1 (81+Ы (- ֊ ---г - I | (?1- *>——!
(3.15)

Подставляя (3.15) в (1.18), после вычисления получаем уравнение для 
нахождения (? в виде

(2 = 4п2г/?М? (Л - з-), Х-- -= (/-’ -- з֊) (3.16)

где

? = -[<?. ЪьНЛч4Л,)т1|4-£нй «,) + ('֊>֊>,) ЛI (3.18) 
I С

Р выражается через неизвестную величину 7’,. Для нахождения р из (3.15) 
и (3.18) получаем следующее уравнение;

3’ ֊ - /••/> - 6:. 0 (3.19)

где

4. = VI (+ (л; -),) т,| - [(г, - г։) о., - лг) г.1

ь2 = ь^~
нА 

8т-гд{А'‘ -у (^ + М -г

2а" Д х 12 ■

27 324 162
(^֊ (3.20)

Решая уравнение (3.19) и подставляя значение |> и (3.16), получаем (^.
Используя (3.18). находим Г,, то есть температуру на оси стержня.
Из (3.15), (3 16) и (3.18) можно получить

Ч = //1 (3.21)
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где

Н =
16

^к~..А2

?! + ?=)(֊ ֊Г

/ 3
Г --. ֊2 <>,+ -,) + й ('.-'Л 1
?^±-| + (9։ *>. (3.22)
27 324՛ 162

Здесь V - 7 ।—Т <,—перепад температуры, М<.—амплитуда момента А/.

Заметим, что в полученном решении, если принять , £1] = ’ £з|, 
получается решение для инотропного вязко-упругого стержня.

На основании формул (3.15)—(3.18) и (3.21) построен график. На 
фш I показано соотношение между перепадом температур :՛ и величиной R. 
з.крдящеи в уравнение овала, на фиг. 2 — связь .между углом закручивания 
уЛ и величиной R. на фиг. 3 — соотношение между амплитудой момента и 
перепадом температур.
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Ниже дамы значения 7', и х° в зависимости от А?. При этом использо
ваны данные, соответствующие одному ин- видов полиэтилена 15]

А2 = 2Л։, В.. = 2В„ С. = 2С։, А. = 3.4-10* кг/см֊, В. 3.87-10՛- кЦслг

С: — 3.31 кг саг град, և 0.000234 к ка. \ к гм, ас; О.'ЗЗккал лгчас град

.и = 100։й, Г(։ — 20е, Д, = 10
СЛГ

см, * - 0.25, դ■— 2

R = 1 3/4 1/2 1/3 1/4 1/5

7\ - 20.0782 20.2471 21.2512 26.3342 40.0192 68.8750
> 2.6-10՜4 8.22-10՜4 4.16-Ю՜3 2.106-10*2 6.656-10 ? 16.25-10՜’

4 Известия АН Армянской ССР, Механика, Л*9 2

Из полученных результатов можно сделать следующие выводы.
Если полученное решение для ортотропного стержня сравнить с реше

нием для изотропного стержня, можно заметить, что в решение для орто
тропного стержня входит слагаемое, появляющееся за счет анизотропия. 

Если ' Е\ | | £?|, то температура в стержне больше, чем при

Кр< панский политехнический
нистнтут им. К. Маркса Поступила 22 IV 197о

Դ. Р. ՎնՐՄԽՈՏԱՆ. Р. II.. 1|1յԼ8«նՏԱՆ

ՄԱԾՈՒՑԻԿ ԱՈ-ԱՏ1ԴԱԿԱՆ ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ԶՈՎԻ ՈԼՈՐՈՒՄԸ 
ՎԻԻ՚ՐԱՑԻՈՆ ՈՒԺԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Դիտարկված է մածուցիկ. առաձդական որթոտրուղ ո ■ կլոր կտրված բով 
պրիզմատիկ ձողի ոլորումը վի բր տ ւյ ի »ն ուժի ա ղղեւյու /7 լան ւրւ/»^« Ազդող րե- 
որ փոխվում է հաստատուն ս/մ։։/լիտու ղա յով, !արմէւնիկ օրհնրով:

^ոմւղլե րս մորյուլի ր ա ղ ա ւլր ի ե ր ր Լաւււհէ) կախված 1> հ ւոատանման Հա- 
ձախտկանութւունքւէյ և ջերմ աստիճանիդ , որի ! եէէւևանրով ղի ս ս ի սլ ա տ յ։ վ 
ուժերի աջիէսււււաՆբի շնորհիվ տեղի Լ ունենում ջերմուքք րսն անջատում։

Դիտարկված Լ ջերմաստիճանի րաշիաւմր սահմանային <րտ ւսւյիոնտր 
ղեպրում ։

Ընդունված 1ք, որ ձողի կողմնային մակերևույթի վրտ ջերմաստիճանր 
անփոփոխ է և հավասար է մ իջավա յրի ջերմ աստ իճան ին։ ('արի աքդ, ընղուն 
'/ած է, որ ձողի տոտն դրի երկու յնրով ջերմաստիճանը • ի ւիո խ վում >
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ON TWISTING OF AN ORTHOTPOPIC VISCOUS-ELASTIC 
PRISMATIC ROD UNDER VIBRATIONAL LOAD

G. B. VERM1SHIAN, B. A. MELTONIAN

Sum in a r y

I'he twisting of an orthotropic viscous-clastic prismatic rod of non՛ 
-circular cross-section under vibrational load has been studied. The 
applied load changes according to the harmonic law with a constant 
amplitude. The components of the complex modulus essentially depend 
on the frequency of vibration and temperature, with heat being evol*, 
vrd due to dissipative forces. The distribution of temperature in 
boundary stationary case has been considered. The température on the 
boundary surface of the rod has been taken invariable and equal to 
tin- ambient temperature. Besides, the temperature along the rod’s axis 
is assumed to be invariable.
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