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Р. М. КИРАКОСЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕУПРУГОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
ПЛАСТИНКИ. ШАРНИРНО ОПЕРТОЙ ПО ДВУМ ПРОТИВОПО
ЛОЖНЫМ СТОРОНАМ. С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНЫХ СДВИГОВ

Устойчивости пластинок за пределами упругости материала п различ
ных постановках посвящено много исследований ([1] — [5] и др.).

В настоящей статье иа основе системы дифференциальных уравнений 
устойчивости неупругих пластинок |9|. учитывающих влияние деформаций 
поперечных сдвигов [6]. рассматривается задача устойчивости прямоуголь
ной пластинки, шарнирно опертой по двум противоположным сторонам. 
Рассматриваются различные варианты краевых условий на ненагружснных 
сторонах пластинки. Аналогичная задача для упругих пластинок расхмс - 
репа в работе [10].

I. Пусть в прямоугольной пластинке постоянной толщины Ь, отнесен
ной к системе декартовых координат х. у. -. равномерным ежа гнем вдоль 
оси ох реализовано оезмомеигкое состояние за пределами упругости ма
териала

~ — р, ՝у ֊ '.V =0, 5/ = р
(1.1)

Здесь о.г, и е,, е^., е— компоненты напряжения и деформации, 
-/ и е, — интенсивности касательных напряжений и деформаций сдвига.

Система дифференциальных уравнений устойчивости рассматриваемой 
неупругой пластинки при учете влияния поперечных сдвигов [6]. в рамках 
деформационной теории пластичности |1| и применимости гипотезы не
прерывного нагружения выпучиваемой пластинки [71, примет следующий 
вид:

рА О‘-'ю _ Й О? 0
/г Ох֊ Ох ду

О3п» 12 . /4ап , 12 . 36^ . сРЬ
11 дхя л дхоу- /Р \ «22 дх~ ду2) Л՛’ /г' ‘ 1 ОхОу

(Рги , д'п 12 , . 04 \ , 12 , , 36 , 04 л
'гду3 лох^у К֊' • оу'/ ЬУ" Ь'-‘пхОу 

где
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— прогиб пластинки. <| и ф — функции, характеризующие распределение 
деформаций поперечных сдвигов п срединной плоскости пластинки. Л и 
Л—постоянные, определяемые по выбранному закону изменения этих де
формаций по толщине пластинки [6].

Пусть пласт инка шарнирно оперта по двум противоположным сторз- 
нам № 0. х

Граничные условия этих сторон имеют вид

при А՜ - 0, X — II

и) ~0, с -= 0 (1.4)

ЛЛ =
12 \ дх~ 2 Оу- / а.,., \ дх 2 Оу ■

Решение системы (1.2). удовлетворяющее граничным условиям (1.4). 
ищем и виде | 101

«• = г (у) 51П 
а

г. тп~хг {у I сох 
а

< - ՝Г (у) 81П —Х- 
а

(1.5)

Обычным методом, исключая нз системы (1.2) функции / и 'Г, др - 
де.м к следующему уравнению для прогибов:

л ^7* - «22 4֊ т -7֊ ( °22 4ап -77 ֊) 
7։ ՝ " у2 / <</*

г'2а... ^’7+с— 5«„ 2^')|1/4 +
1 А՜ ./■.■ ./•՛ А- \ аг2/1) г/у

. + + , = (1.6)
\ /2 / \ 1г /г а2а /

В случае, когда края пластинки 0. у = Ь совершенно свободны, кри
тическое значение напряжения у. определится из условия равенства нулю 
последнего члени уравнения (1.6)*՛, то есть

>:) Эго сли.в г кз решения устойчивости шарнирно опертой бесконечной полосы [9].



Устойчивость прямоугольной пластины - учетом поперечных сдвигов 31

/>о =
q»i^Ag

12 (14
(1.7)

Естественно, в остальных
•7 ’0. у = Ь можно положить

всех случаях граничных условий на краях

Р W л>1 (1.8)

Имея в виду (1.8) и то обстоятельство, что в (1.6) U участвует линю
в четных производных, характеристическое уравнение представим в виде

Z՜1 4՜ tijZ- а 7. а3 — О (1.9)

где

Z=AW

°‘ = 10^(1- 4l + ^g-)

°’=₽(20 - 25гй^! Ф՜-2 

I t 1 J — -J I ' 

(1.10)

(1.11)

a3 7₽’(я ֊1)0 + 10)

3 = Vfr, <bi
а..

Пользуясь выражениями (I. I), легко получить интервал изменения

1
4

(1.12)

Нетрудно заметить, что при отыскании нижнего критического напряжения, 
при котором обычно 'П I,

0< 3 < 1 (1.13)

Из условия положительности свободного члена и, следует, что уравне
ние (1.9) имеет по крайнем .мерс один отрицательный действительный ко
рень 2,<0. Согласие обозначению (1.10). атому корню соответствуют 
фундаментальные решения уравнения (1.6) типа

sin о,t/ н cosaij^, o>j -֊ А |/ Zj (1.14)

Вычисления показывают, ч:о минимумы безразмерной функции

Ф (Z) = Z4 + axz- + a2Z + а3 (1-15)

го всех возможных интервалах параметров

1 <а < 10, 0<3 < 1, 1/4 7<1 (1.16)
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отрицательны

187.94 33.25 (1.17)

и достигаются при положительных г — /, ■;)

* 2 о
д>- —-------(5.50 < г. <7.66) (1.18)

Из этого следует, что остальные два корня уравнения (1.9). вообще, неза
висимо от степени развития пластического деформирования, являются раз- 
чичными положительными числами.

Фундаментальные решения дифференциального уравнения ( 1.6). соот
ветствующие положительным корням и /„ с учетом (1.10) будут

$1» ю.у, сЬ‘"2уг 81)">..у, с1)»«эу
' I I - <1Л9)

’% =֊1 4
л /։

Решая уравнение (1.9). для получим

'Общее решение однородного дифференциального уравнения, на основе вы- 
шесделанного анализа» представим в виде

W7(у) С\ sin vi։ у -{֊ С?cos Wj у 4 С- sh ՛•»..у 4՜

I- С, ch , у г С3 sh иа у — Ce ch ф,у (1.21)

где С, — произвольные постоянные.
С учетом (121) из (1-8) получим неоднородные дифференциальные 

сравнения отнлигельно / и Чг. Не вдаваясь в подробности, приводим об
щие решения этих уравнений’'

/'(г/) - С..4։ sin >՛ j у С..4) cosw, у С'3А sh •>._»։/ С.A>ch ->су 4֊ 

j С5А3 sh 1->3у 4- С,- /I., ch «од у (1.22)

'1՝ ।у) C\Z?։ cos <"j у — sin vj, у 4֊ C3BZ ch ՛՛< у C։/?. sh у + 

С3ВЯ ch <на у — СЛВ3 sh c>ay

:*) ВозннкДаЯние Д01К1ЛИ»1Тсльньи постоянные равны нулю, в чем четко убедпгыь։
iHr.utanoiiKO» -у4i-isн|.։х решении в систему (1.6)
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где приняты обозначения:

(1.23)

С учетом (1.5), (1.21) и (1.22) из соответствующих выражений для 
изгибающих и крутящих моментов находим

Му — (С1М1 к։п и-՝։ у С Мх со» «։ у 4- С3М-, »И ы.у ■+ 

4 С{М., ей «>8- у С3МД $й *՛>.,։/ С։]М3 ей <ч3у) а1п г,х

Н (С\Н1 СОЗ <'),(/ — С..НХ 31П ‘"1֊у С*Н. СЙ Ш.,у —

4- С՝Н. $й ••՛. у 4- С.,Н3 ей оэу 4 СбЯд яй у) сок трс, М, - (л\
24

где

л/, = &£ (24 + - 4 ««7. ֊ «»■•••. + ’А) 
24 2 р

М.: - И - V) Н- 4 “«/■ — <2ВЛ - г,А։) (1.24)
24 2 р

а г
Нх — — по.Л՝ 4 18— {/!։«>։ ֊- т,В|) 

Р 

нл = _ гг,.ЛЛ 4 18/1 — (Али, - 7 Я.)
Р

НА=-֊ -/Л.а/?4 18/։-^(Д3^֊^3)
Р

Имея выражения фундаментальных решений, можно для каждого кон
кретного случая крепления нснагруженных краев пластинки записать мат
рицу, собственные числа которой являются критическими значениями сжи
мающего напряжения.

2. В качестве примеров рассмотрим следующие три варианта гранич
ных условий:
3 Илаестня АН Армянской ССР. Механика. У՛-' 2
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а) край у =■ 0 шарнирно оперт (п* — — э = 0)

а край у — Ь — свободен (М9 = ■> = Н = 0) (2-1)

б) край у = 0 шарнирно оперт, а край у Ь жестко заделан
с

 II 

- 
см 

? 
«■ 

= *
 

1

с* II !»• 

э (2.2)

И) кран у 0 свободен, а край у Ь жестко ֊к:д••лап (2.3)

Записывая соответствующие граничные условия дли каждого вариан- 
։а. получим однородную систему шести уравнений относительно шести по» 
стоянных интегрирования С. Критические значения напряжения получат» 
< м как собственные чис\а определителя .'»гой системы

В случае а ) определитель имеет НИД

0 1 0 1 0 1

0 Мх 0 Л/, 0

0 А։ 0 Я. 0 Л = 0 (2.4>
Л/1Ь1П"\6 Л^сой^'.б Л/.-й- Ь Л/.сИ ՛ б ЛДь1»>։'л6

В։СОБ • }Ь — В^ь'т^Ь В.сЬ '.Ь />э51ы»,6

Н^аь^Ь — г/։51П',6 Н..сЬ՝..Ь Л/.яЬи։г6 //.сК»и36

Если везде жесткости поперечных деформации сдвигов считать беско
нечно большими, то получится решение задачи по классической постановке.

В нижеприведенной таблице представлены значения критического на
пряжения по классической (д,.) и уточненной (р..) теориям.

Расчеты приводились для лучая линейной упрочнения материала, 
когда

-- = —• 1 —» 6' » 7105 ю'елг, - 2 • 10’ лч.'елг
а 5 6

Таблица /

случай п) случай 6) случай п)

Лгд В
10 1 к», с,к" /Чт Р.. Р.Т Р.л Руг Г.. Е.Руг

192. «5 из. |3 1 $б 440.93 264 17 1.67 2У>.8'2 134.09 191

Как видно из третьих столонов таблицы, при рассмотренных гранич
ных условиях пластинки учет влияния поперечных еднигои уменьшает нпж» 
пне критические натр} >ки примерно а полтора- два раза.

I 1нстнтут мплшти
Л11 Армянский ССР Поступила 22 III 1976
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ON STABILITY OF NON-ELASTIC RECTANGULAR PLATES 
HINGE-SUPPORTED ON TWO OPPOSITE SIDES WITH DUE 

REGARD TO THE EFFECT OF TRANSVERSAL DISPLACEMENTS

R. M. K1RAKOS1AX

Summary

In terms of a system of differential equations of stability of non
elastic plates [9], regarding the effect of transversal deformation dis
placements the problem of stability of поп-elastic rectangular plates 
hinge-supported on their two opposite sides is considered.

Various cases of boundary conditions on non-loaded sides of the 
plates are dealt with.
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