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СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ БЕЗМОМЕНТНОЙ ЦИЛИНДРИ­
ЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ ДЕЙСТВИИ ВНУТРЕННЕГО 

ДАВЛЕНИЯ

1. В некоторых практических случаях представляет интерес задача о 
колебаниях мягкой цилиндрической оболочки, подверженной внутреннему 
давлению, в частности, это относится к гибкому ограждению аппарата на 
воздушной подушке. Ниже рассматривается задача о свободных колеба­
ниях такой оболочки, которая считается безмомёнтной и нсрастяжимой, 
кроме того, будем пренебрегать весом оболочки. Поперечное сечение обо­
лочки показано па фиг. 1а. причем невозмущенной формой сечения оболоч 
ки служит дуга окружности, определяемая радиусом А*.. и центральным 
углом, а; полученные ниже результаты относятся, н частности, к случаю 
к_2я (фиг. 16). Величину давления р будем считать неизменной и про­
цессе колебаний. Хотя в принципе можно было бы учесть изменение дав­
ления, возникающее в связи с изменением внутреннего объема оболочки, 
однако это привело бы к поправкам второго порядка малости. Считая за­
дачу плоской, отнесем все рассуждения к оболочке, размер которой вдоль 
образующей равен единице.

Фиг. 1.

: 1а фиг. 2 показан элемент оболочки в состоянии равновесия, при­
чем —полярная координата точки /1,. А окружное нормальное
усилие В смещенном положении элемента (/1В) на элемент действуют 

усилия А\> 4֊ и А'„ Л1 -г -----с/, где V - динамическая добавка, возиз-
(7»

кающая при колебаниях оболочки. Обозначив через и и ? радиальное и 
тангенциальное перемещения точки А. можно найти угол попорота каса­
тельной в этой точке
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Кроме того, запишем условия нсрастяжимости [1|

dv

РФ
0.2)

Дифференциальные уравнения колебаний элемента оболочки в проекциях 
на направления к и V имеют вид

т-
pR^d? cosт) — (Лг0 - Л') sin г։ —

0^9}
t'R^dv — — — pR^d'? sin rj (;V0 ;V) cos f, -֊-

di2

+ ( No +* Л' + t/?՝) cos ( d-r r{----- — d
\ <?ф / \ (7<p /

где p— приведенная плотность (масса оболочки на единицу площади ее 
срединной поверхности).

Фиг. 2.

После упрощений имеем

= /V-ГЛ'Л”- 
dtz do

„ ()2v d;V 
de

(1.3)

Исключая отсюда Л', с учетом (1.1) я (1.2) получаем дифференциальное
уравнение относительно перемещения f в виде

d4:» \ , /d4« d:v \I---------------------- i — п i —- -) — и
\ dt՝'- df-dr/ \d^ d?2 /
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Принимая по методу Фурье

I»
0 = 3 И„(?) Г„(/) 

п—1
(1.4)

поучим

.p/|- dzV.,\dzTn . /</:К, d"V„ \ ...
'^о I '• п I „4 р { , ■ ■ 1'ч —

у г/?2 / d(2 \ d’i1 d?“ /

Разделяя переменные, находим

^1-|֊А:„П=0 (1.5)
df*

֊ — -Ь2ЭЙ^-- (23„ 1)1/., 0 (1.6)
d'S dz-

гдс

— постоянная разделения, имеющая смысл собственной частоты. Реше­
ния дифференциальных уравнении ( 1.5) и (1.6) имеют вид

Т„ — D\„ sin knl D^, cos k„t (1.7)

Vn = Си, sin *1Л? + C-in cos zla« I- Сз„ sh z.Jn? 4՜ C.ln ch z.,r- (1.8)

где

n, = /V'£+2fc-i + ?.. =V If; 23.֊։ • ?. (1-9) 

Постоянные интегрирования Си,, Cin, Ct- и Си, можно определить из 
граничных условий.

2. Для закрепленной неполной оболочки граничные условия 
:/„(0, /) = vn (я, () 0 и и„ (0, /) — м„ (а, /) ~ 0 с учетом (1.2) и (1.4)
приводят к однородной системе уравнений

Сзг, 4- Са„ " 0

^’г-2ы "J՜ ^‘inZ'in ~ $

Си sin zïn a r C?n cos z։„ С’ч sh г2г/ а 4֊ С„. ch z2n 'i 0

CjnZln cos z\„ a — Съ.21п sin zlr։ ï 4՜ C.-.nZ-,,, ch z2/1 a — C’t-. sh r2/i я - 0

Из условия существования нетривиального решения получим

2 2ь -2« (cos zln « ch z2n Я - 1 ) -U (z2 ։ - z2>:) sin ZtM a sh 7=0 (2.1)
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Выражая <11։ и <_.я через получаем трансцендентное уравнение относи­
тельно кп. Результаты решения уравнения показаны на фиг. 3, где П— но­
мер частоты (вычисления были выполнены на ЭЦВМ «Нанри-К»).

3. Для свободной оболочки (фиг. 15) граничные условия переходят 
в условия периодичности

v (0, () — v (2“, /), м (0. {) — и (2՜, /) 
гДО. /) =-^2х. /), Л'(0. /)=Л/(2г, /)

()v
Второе из этих условий, согласно (1.2), принимает вид -(0. /) =

= — (2՜, /). Согласно (1-1), третье условие приводит к равенству

—(0, 0 —- (2~, /). Аналогично с помощью (1.3) можно записать
Оф"

<Ягг 
четвертое условие в виде —-у (0, 0=*—(2“> 0- Учитывая (1.4) и

(1.8). получим две системы уравнений

Cin sin 2-2. + Съ, (cos2-z. — 1) - 0
(3.1)

Си, (cos 2- 2|п — 1) С*„ sin 2г. zln — о

Сзп sh 2- 2. ֊֊• С4» (ch 2г. z — 1) — 0
(3.2)

Си. (ch 2г. z-:n 1) -Г Си. sh 2г. z.,lt — 0

Система (3.2) при С, 4= 0 имеет только тривиальное решение С.л = 
= Слп — 0, а из условия существования нетривиального решения си­
стемы (3.1)

sin 2- cos 2- z}n — 1

cos2-zln- 1 -sin2zzJn
= 0
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получаем уравнение

COS 2՜ 2. 1
•п (3.3)

Следовательно. £,>, — п. где » —целое положительное число. Для собствен­
ных частот свободных колебаний получим

A = п 1 п՜՜-1 I _Е_ (3.4)
"| пЧ-Н ?/?о

Когда п — 1, получается к, — 0. В этом случае имеем 
«= — CuDn cos -j- C'. jD.j sin v = С’п/Л։ sin ? 4՜ Ci}DSi cos ? и обо­
лочка движется как твердое тело. Для больших номеров

I /_й_
1 -л (3.5 >

4. I аким образом, вопрос о собственных частотах решается с помощью 
трансцендентною уравнения (2.1) (см. также график на фиг. 3) или фор­
мулами (3.4). Во всех случаях собственные частоты пропорциональны 
квадратному корню из величины внутреннего давления р
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NATURAL VIBRATION OF AN IMPONDERABLE 
CYLINDRICAL SHELL SUBJECTED TO INNER PRESSURE

A. A. CHAKHOYAN

S u m m a r y

The solution to a problem of natural vibration of an imponderable 
soft cylindrical shell subjected to Inner pressure is given.
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