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Р. М. КИРАКОСЯН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ НАИМЕНЬШЕГО 
ОБЪЕМА ЗА ПРЕДЕЛАМИ УПРУГОСТИ МАТЕРИАЛА

Задач» проектирования трехслойных конструкций наименьше։.։ 
объема в рамках теории идеально-пластического материала при кусочно- 
линейных поверхностях текучести рассматривались во многих работах 
(наир., [1]—[5] и др.).

Проектированию однослойных конструкций наименьшего объема на 
основе теории идеальной пластичности посвящено сравнительно мало иссле­
дований ([6] —18] и др.).

Наиболее полное представление о современном состоянии оптимально­
го проектирования тонкостенных конструкций можно составить с помощью 
работ [9] — [ И ].

В настоящей статье рассматривается осесимметричная задача проекти­
рования круглой оди< «-дойной пластинки наименьшего объема п рамках де­
формационной теории произвольно упрочняющегося материала при задан­
ной изгибающей нагрузке. Нахождение оптимизирующей толщины пла­
стинки сводится к решению краевой задачи для нелинейного дифферен­
циального уравнения второго порядка. Следуя | 13], путем введения неиз­
вестной постоянной и специальных обозначений, решение отмеченной крае­
вой задачи сводится к решению задачи Коши для линейной системы двух 
дифференциальных уравнений первого порядка. Показывается, что для за­
щемленных по контуру пластинок рассматриваемая задача не имеет реше­
ния. то есть не существует такого совместного поля перемещений, которое 
при данном уровне упрочнения одновременно удовлетворяло бы уравне­
нию равновесия и достаточному условию минимальности объема пластинки 
[3]. Задача ж- шарнирно опертых пластинок имеет решение, причем не 
только при свободном опирании, но и при наличии опорных моментов, при­
ложенных в положительном направлении.

В качестве примера рассмотрен случай шарнирно опертой пластинки, 
несущей равномерно распределенную поперечную нагрузку и положитель­
ные равномерно распределенные по контуру изгибающие моменты. Реше­
ние получается для произвольно упрочняющегося материала, обсуждение 
Же вопроса экономии материала производится при линейном упрочнении.

1. Известно 1 3]. что постоянство работы напряжений на деформации 
единичного объема является достаточным условием для обеспечения 
наименьшего объема пластинки. Это условие в случае осесимметричного 
поперечного изгиба пластинки можно записать в виде

| М,х,4-М,«, ^СОП51>0 (1֊1)
К 
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где h—толщина. М „ М. и х|։ х;— изгибающие моменты и соответствую' 
щнс кривизны.

В рамках деформационной теории произвольно упрочняющегося мате­
риала имеем [13]

= М,= (Ч + -^)у(А) (1.2)

где

А I
_ Гз

У(Л) = А'^(/,/Л), Г(ЛУЛ) = -^- 1՜ ,.-:.d-4 (1.3) 
(АГ Я)՛ J

Q

Здесь и п. интенсивности деформаций сдвигов и касательных на­
пряжений. Рх— неотрицательная квадратичная форма

Л = г-֊ 4֊ 4֊ 4 (1.4>

С учетом (1.2) — (1.4) условию (1.1) можно придать вид

(Ак А)" /•’(АГ /\) — const > 0 (1-5)՛

Имея в виду неотрицательность /՛. условие ( 1.5) можно заменить иден­
тичным. но более простым условием

А [ Л = I 3s/|>w> frl, ] 3 - const > 0 (1.6)

Кроме простоты, условие (1.6) имеет еще одно важное преимущество по 
сравнению с условием (1.5) .Ойо заключается в том. что условие (1.6) не 
зависит от физико-механических свойств материала, в силу чего оно позво­
ляет получить решение задачи в общем случае, при произвольном упрочне­
нии. Замена условия (1.5) условием постоянства интенсивности деформа­
ций сдвиге։ крайних плоскостей пластинки г.՛/* - ±А. 2~к, представляется 
целесообразной, так как при упрочнении материала значение интенсивно­
сти сдвигов является прочностной характеристикой пластинки и исходным 
данным для определения допускаемого значения А | г\.

Таким образом, для обеспечения наименьшего объема пластинки до­
статочно. чтобы интенсивность деформаций сдвигов 8, на крайних плоско­
стях пластинки г = :хА/2 приняла постоянное значение г..

С учетом атого обстоятельства, задаче проектирования пластинки 
наименьшего объема можно придать следующую формулировку: для дан­
ной изгибающей нагрузки и постоянного значения с, определить ту толщи­
ну h. при которой удовлетворяются уравнение равновесия и соотвстс. вую- 
щис краевые условия пластинки.

Внеся значения изгибающих моментов ( 1.2) в дифференциальное урав­
нение равновесия пластинки
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с/М. Мх М.
4—2------ “

аг г
(1.7)

и имея з виду, что Р постоянна, получим

/ф ~ 2՜)б/ 

б/г

А3 , .1 (’ . п
1- Г՜ (*1 — у:)- — Яг<*г = О 

2г г г .]
О

(1.8)

С помощью (1.6), исключив толщину /г из ( 1.8) в учитывая, что в осесим­
метричном случае изгиба круглых пластинок

с/2«> 1 4 , . ({г..
— ■ = —(«.) =«.֊՝• г—‘ (1,9)
аг՛ г аг аг аг

где ш(г)—прогиб пластинки, находим

3 V 3
(1.10)

Следуя [ 131, положим

где г, — предел упругих деформаций материала, С — неизвестная по­
стоянная, /։0—толщина пластинки и ее центре т = 0 (р = со). С учетом 
(1.11). вместо нелинейного дифференциального уравнения второго поряд­
ка (1.10), получим следующую систему двух линейных дифференциальных 
уравнении первого порядка:

б/7.
-----= V
</?

(1.12)
30/-֊ 39 XV 4֊ Юу2֊ (Л)5,2-^ е‘2?

4 ъ 15֊/֊ —24ху 4֊ 8г-՛2 ՝՝■'

гле

8г-(х-о е ' (* а —ч֊е֊^и2?, Л=3х--3/.и V- (1.13)
3 | 3
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7,.p —среднее значение распределенной нагрузки.
В центре пластинки ('*~0, р-оо) кривизны и, и 7. отрицательны и 

равны между собой, вследствие чего из (1.9) следует, что и՜0 и относи- 

тельная кривизна х — х0 = - положительна.
s

Таким образом, представление ( 1.12) позволяет краевую задачу фор­
мально свести к задаче Коши ; начальными условиями

[/■=г ос, х = х0, v — 0 (1.14)

Как нетрудно заметить, численное интегрирование уравнении ( 1 12) 
при начальных условиях (1.14), заданных для бесконечно удаленной точ­
ки, невозможно реализовать. С целью нахождения начальных условии при 
конечном ■ ■ решение (1.12) в окрестности р=ос представим в виде

х я х0 }- bte --------

! ~ 2 * .v = i).>e -г • • •
(1.15)

Нагрузку пластинки представим в виде

со

Ч (<•) S </., 
М-0

(i.lo)

|де б — радиус пластинки.
С учетом (1.11), (1.13) и (1.16) имеем

•»
\ ХГ՝ • .19(?)~àV .

п •*(>

а՜ / С \Л ' •' 
3 | 3 (2 z?)/֊A,$î 7ip\ а ) 11.17)

Подставляя (1.15) в
ДЛЯ .7, И Ь, С учетом (1.17)

(1.12) и приравнивая коэффициенты при е 
получим

31’3^ ֊ - 4^- 4/v, bi = - 2^1 (1.18)

где

” з । з лл5«.4 -ч"
С учетом ( 1.18) и ( 1.15) для больших (> имеем

■> I 3 Г 3 з
0 ■ “40՜ 1'7еС' 4 "

3| 3 з- ?г 
у-֊—z^e ֊

(1.19)

11.20)

Теперь для некоторого достаточно большого р։ из (1.20) можно
определить и. и и։.
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Перепишем уравнения ( 1.12) в конечных разностях

Д/. ֊ „Д?, Ду = ■>(•/., у) (1.21)

В качестве начальны:: условий имеем

?- ?1> *=*:» ?’= (1.22)

□ 1 - С
Задаваясь некоторым значением Осзраэмерното </,. и отношения—՛ 

а
с помощью (1.21) и (1.22) вычисляем последовательные значения 7. и С’ до
гсх пор. пока Н1 удовлетвори и я граничное условие пластинки.

В случае защемления это условие имеет вид

В случае шарнирного опирания

М։=0, (л/,|..„==^С’Л/։|, ,, = о) (1.24) 
('*) \ <7о /

При шарнирном опирании, когда по шарнирно-опертому краю пластинки 
приложены постоянные равномерно распределенные изгибающие моменты 
с интенсивностью М։'. граничное условие будет

3уС = (1.25)
(Л)3*

Пусть граничное условие удовлетворяется при |«=р«. Тогда, согласно 
(1.11).

С
• —е 
и

(1.26)

Значение е '՜, вообще говоря, не будет совпадать с первоначальным зна­
чением Cia. Этого можн' добиться, решая трансцендентное уравнение

с։
(1.27)

для чего следует повторить решение для разных первоначальных значе­
ний С:а.

Заметим, что этот вопрос а случае равномерной нагрузки решается 
очень просто. Тогда нс нужно задаваться первоначальным значением не­
известного (ь ношения С;а. они определяется непосредственно из (1.26). 
без решения трансцендентного уравнения.

После определения неизвестной постоянной С из (1.19) для толщины 
пластинки в ее центре находим

/>,, ֊ - I---- '*0 I 3 I 3/’8.?с (1.28)



26 Р. М Киракосян

Толщина же произвольного сечения пластинки с помощью (1.6) опреде­
лится формулой

(1.29>
И Р.

Имея значения толщины произвольного сечения, для объема пластин­
ки И0Ср получим

= 2 /3x1 / , , - С» [ е՜” ($>) ։'Ч (1.30У

I 3 V 3 3
Ра

Прогибы пластинки вычисляются по формуле | 14|

и, (р) = ^.С- С хе՜2' д'» (?о < ос) (1.31)

”0 V՛

?в

где для / при больших • > можн֊.՛ использовать асимптотическое разложе­
ние (1.20).

В нижеприведенно։՛։ таблице приведены результаты вычисления зиа- 
1сний некоторых расчетных величин пластинки при постоянной на։ рузке

л / л Л / 2 \ Л
<?с для трех случаев: ~ 0, (у.о = 0.Э), д, ֊ — • ( 7^ — — ) и ------ >

8 \ 3 / 4
(*0=1)> где с4—толщина зоны пластических деформаций*.

Следует отметить, что эта таблица носит относительный характер и 
представляет собой общее решение задачи при произвольном упрочнении 
материала. В каждом конкретном случае для данного закона упрочнения 
и заданного значения А] Рх-| 3 -։ с помощью этой таблицы можно 
определить все необходимые величины. Это делается следующим поряд­
ком. С самого начала определяется неизвестная постоянная С. Затем с по­
мощью (1.3) и (1.28) вычисляется значение толщины пластинки в ее цен­
тре ՛֊՛... Далее, используя формулы пересчета

2е։ • Ч 2£» / 1 о* / 7՜
/■։------— (У. и), х2 =------- — х, Л = | 3 х0Л0Л

А|>

М} - -^-С։Л?„ М, = ш = — С։ш
<7о </о Ао

(1.32)

определяются кривизны у.։, /2 толщина Л, изгибающие моменты Л/п 
(г ?я-?\

и прогиб ш произвольного сечения пластинки у ( или —=е 1.
\ а /

Как видно из третьих и четвертых столбцов табл. 1, при удалении от 
центра пластинки р = оо значения х, начиная от ио>-0, монотонно возрас-

Вычисления проводились на машине Нанри-2«. Машинное время—12 чин. В таб­
лице приведены реаультаты вычислений только для некоторых р.
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тают, а значения I'. наоборот, убывают и при некоторых умеренных х стре-4 
мятся к минус бесконечности. Это означает, что нигде невозможно удовле­
творить условие жесткого защемления х = 0.

1 аким образом, для защемленной однослойной пластинки невозможно 
найти такое совместное поле перемещений, которое при данном постоянном 
уровне упрочнения материала на крайних плоскостях 2 удовлетво­
рило бы уравнению равновесия. Следовательно, достаточное условие мини­
мума объема (1.6) для защемленной пластинки является нереализуемым 
ограничением. гем самым оправдывается известное сомнение, высказанное 
в работе [ 3 ’. относительно существования конструкций такого рода вообще.

Что касается случая свободного шарнирного опирания, то, как нетруд­
на за.ммнть из шестых столбцов таблицы, поставленная дедача имеет ре­
шение. так как можно удовлетворить условию равенства нулю изгибающе­

го момента С'МГ
<7о

Здесь уместно отметить, что относительный изгибающий момент 
Л7| (Зх 2н) дЗ/г - З’/г.՛ 1՜ и՜)՝ монотонно убывает и стремится к нулю 

за счет того. что знаменатель (З7՜ Зхг» —с»2)'՜ возрастает гораздо быстрее, 
чем его числитель Зх—2г . При этом любопытна следующая деталь. :тв У 
от умеренных значений стремится к минус бесконечност]' нас только быстро, 
чти длина участка больших кривизн х,, для которых не допустима гсом три- 
чески чиненная постановка, составляет веет.՛ лишь О,11! часть диаметра 
пластинки. Поэтому полученное решение шарнирно-опертой пластинки 
можно считать негодным лишь в очень узкой полосе вблизи у опорной кром­
ки. где обычн- нс пользуются классическим решением и. учитывая пере­
резывающие усилия и некоторые конструктивные соображения, утолщают 
пластинку. Имея в виду то обстоятельство, что в силу наличия неизвестной 
постоянной С краем пластинки может служить любое р, легко заключить, 
что можно удовлетворять также условию опирания (1.25). когда на краю 
пластинки приложены изгибающие моменты М\՝. Очевидно, что этот слу­
чай свободен ст о: меченного выше недостатка, связанного с появлением 
боль ших значений кривизны х, вблизи у опорной кромки пластинки.

2 . В случае линейного упрочнения

(2.1)

где Г. — модуль Юпга, л— параметр упрочнения 
НОЙ I7 (1.3) получим

материала, для постоян-

(2.2)

Через V обозначен коэффициент Пуассона.
Ограничиваясь случаем равномерно распределенной нагрузки Г/п. с уче­

том (1.17) имеем
“ ^С2
9г 3 | 3 (2.3)
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Рассмотрим следующий численный пример:

-1 = 10՜5, /=0.95, ‘/ = 0.5 
Е

(2.4)

На основании таблицы и формул пересчета (1.32) на фиг. 1 и 2 по­
строены графики изменения толщины и прогиба пластинки для трех слу­
чаев (хп = 0.5. 2/3 и 1).

На фиг. 3 построен график зависимости между опорным моментом и 
соответствующим значением ра. принимаемым в качестве координаты края 
пластинки.

С увеличением значения опорного момента при неизменной попереч­
ной нагрузке оптимизирующая толщина стремится к постоянной величине. 
Этот очевидный факт при хв = 0.5 проиллюстриропан на фиг. 4.
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Как показывают вычисления, при одинаковой относительной глубине
, 1 1

проникания пластической зоны 29,п ֊ — — оптимальная пластинка
2 4

всегда в центре толще, чем пластинка постоянной толщины, то сеть

11а фиг. 5 показано изменение экономии в объеме оптимально։։ пластин
кКИ Л : 1 '1 ост зависимости ОТ 7.0. ак и следовало ожидать

при возрастании /.0 (то есть г,/Л) величина ЭКОНОМЕН материала ум
в

шаегся.
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Յույց է տրվում, որ ե դրա ղծ ով ամրակցված սաչի համար դիտարկվող 
խնդիրր լուծում չունի, իսկ հոդակապորեն հենված սալի խնդիրը չոէծում 
ունի, ընդ որում ոչ միայն աղատ հենման, այլև դրական ու ղղու թ լամ ր կի­
րառված հենարանային ծոող մոմենտների առկայության ղեսլք ումւ

Դիտարկվում Լ թվային օրինակ:

ON ONE PROBLEM FOR A CIRCULAR PLATE OF THE SMALLEST 
VOLUME BEYOND ELASTICITY OF MATERIAL

R. M. KJRAKOS1AN

Sum in ary

The problem of designing a one-layer circular plate of the smallest 
volume under a specified bending load for arbitrary hardened material 
is considered in terms of the deformation theory- The determining of 
the optimum thickness is reduced to the solution of a boundary prob­
lem for a non-linear differential equation of the second order.

By introducing an unknown constant and special designations, the 
solution of the above problem is reduced to that of the Cauchy prob­
lem for a linear system of two differential equations of the first order.

For plates fastened along the contour the problem in question is 
shown to have no solution.

The problem of hinge-supported plates may be solved not only for 
free-support conditions, but for supporting moments, applied in posi­
tive direction, as well.

A numerical example is presented.
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