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С С. ШАП1НЯН

О ДВУХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ПЛАСТИНЫ
С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ. УСИЛЕННОЙ УПРУГИМИ 

НАКЛАДКАМИ

В настоящей работе излагается решение двух плоских контактных и։- 
лач для пластины с круговым отверстием, когда последняя усилена систе­
мок тонких у||р\। их и. I... '..1.1. к На ֊.։։:•« .доложеннй [I—))
решение указанных задач сведено к решению системы сингулярных инте­
гро-дифференциальных уравнений при определенных граничных условиях. 
С помощью аппарат.! ортогональных .многочленов Чебышева для постав­
ленных задач получено Эффективное решение, содержащее в явном виде 
характерные особенности контактных напряжений вблизи концов при­
крепленных накладок.

1. Пусть упругий лист п виде тонкой бесконечной пластины с круго­
вым отверстием радиуса 7? 1. чт . нс нарушает общности, усилен система­
ми упругих накладок (стрингеров) таким образом, как эго показано на 
фиг. 1 и 2. Пусть, далее, этот лист деформируется силами Р, действующи­
ми соответственно на концах упругих прямолинейных накладок, располо­
женных симметрично относительно начала координат, и подвержен на бес­
конечности одностороннему растяжению в направлении оси стрингеров си­
лами интенсивности

Цель работы заключается з определений закона распределения кон­
тактных напряжений под накладками.

В дальнейшем задачу, показанную на фиг. 1, кратко будем именовать 
первой, а на фиг. 2—второй контактной задачей соответственно.

Условимся все физические я геометрические величины, относящиеся 
к криволинейным накладкам, обозначать индексом I. к прямолинейным
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накладкам — индексом 2 и, наконец, к основанию, то есть к пластине с кру­
говым отверстием, без индекса.

Не останавливаясь здесь на подробностях, сразу приведем, следуя 
работам [3—10], определяющие уравнения, из которых будут определять­
ся неизвестные контактные напряжения, действующие под упругими на­
кладками. Эти уравнения записываются в виде системы сингулярных ин­
тегро-дифференциальных уравнений вида

— х) ?' (()<// I• 1 (х, %) У (%) с/90 = /*? (х) -г Л/1 (х)

АЛ2(&, %)

1 Ро/2(6)

У(0о) ^О = л**-И&) 4-

при граничных условиях

Ф(/;) —0, з (а) = Р (1.2)

ф(9) = 0 на концах линии Ь (1.3)

Отметим, что при выводе системы уравнений (1-1) использованы 
свойства периодичности и симметричности касательных контактных на­
пряжений. При этом, интегралы от ядер Гильберта и Коши следует пони­
мать в смысле главного значения по Коши.

Для первой контактной задачи линия интегрирования Ь представляет 
собой интервал —и<0<а<л/2, а для второй задачи — интервал 
0<а<0<я—а.

Здесь параметры X*, X** зависят от геометрических и упругих харак­
теристик стрингеров и п частниы и имеют значения

2- (1 4- х) н (р.. 4- ±_ 4гГ.________
՛ •х</2А2г-2 (2у.а - 34) ’ ('■ --1) А։ (2|4 -1- У
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где Л, |< — параметры Ламе, хв(3—у)/(1-| у). (у -коэффициент Пуассо­
на), <12 и /։ — соответственно ширина и высота прямолинейных накладок, 
А, — ширина криволинейных накладок. Далее

А'и (f, х) =
1 х՜- 4-1 /

.V — > у x~t'z — 1
2/

х՝ (№/•=— 1)

' л՛ —1 1\ хЧ- 1 (t2 1)(х--Ц)(х2/2 ! 1)
х- ‘ (■' /(xV Г /Ле-(1 --.Л2) =

2, (Л 1)(дга —1)(3 I х֊(՛) 1
•/.(1 х'ЧУ у!х- ’ /> I, х ' и

х — cos % х Н~ cos 6л

х-֊ 2л cos 50 -|֊ 1 .г՜՜ 2х cos 6О4-1
sin 0с

2 sir. %
■'■4֊ Г

*л(М)

у — 1 (х՜ ~t~ 1) sin 2frp
у. — 1 х4 — 2л-՜ cos 20о f- 1

(x՛ <- 1) cos 0o — 2x (x- 4- 1)cos6ft —2x
(x՜ 2xcosG0 —I)2 (№ - 2xcos604-1)3

Z> -< x -< (I, %'L
(у- I I)՜ .J /" 2/cos9 ;• 1
------------ cos & In--------------------------

4z f- -) 2i cos f> 1

4. (x՜՜՛1)2 *sina°
2z f 2/cos 0 4-1

, (z I )2 ____ i sin2 9
2/. (՛ ֊• ‘2t cos 0 1

z' - 1 . .2* sin 0
------- sin ■.‘arettf- ----------

2/ I2 - 1

^...и 60)

_ z2— 1 I (1՞ 1) cos՜

/4 2/2 cos 20 4-1

, 2/(1- z- (1-1 z)^j|(#‘-l)coS20-2/'-]
-J՜ ; - ’ о t •>.. U, J

y. (f5 — 2/՛՜’ cos '2!-՛ t- 1 )■

5.) = sinlft- %) In | t/֊"| - 4 ՝«'—֊ 

£ £

— ~ cos i 0o) s i gfn (0 — Oj, 0, L
2 (x+1)

f ( v 7T(Z + ]) | 2(z -1-2) 6 .
Л(х)^=----------—----- Z 1-------- -— —- . Z»<x<o

4zf/,_. I x- x‘

Л(0) - -L----- cos 29, 6G L
У-d;

Нетрудна пидсть. что ядра К։։- {i. j=1. 2) в соответствующих обла­
стях непрерывны и имеют там же квадратично суммируемые частные про­
изводные первого порядка.
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Контактные напряжения под накладками обеих задач даются форму­
лами

<7(х) = ф'(х), (6<х<п), -(&)=•—֊֊֊/(&), 
(у 4- 1)*

Здесь </(л) — контактное напряжение, действующее иод прямолиней­
ными накладками, т(0) — под криволинейными накладками.

Таким образом, решение поставленных контактных задач сведено к 
решению системы уравнений ( 1.1) при граничных условиях (1.2) и (1.3).

2. Займемся сначала решением первой контактной задачи. Решение 
(1.1) для этого случая представим в виде

<?' (.V) =
-111 05

2 У„ Т-
СЧ^=9

О

■ 2х —а —
՝ а —b

а

Г(*) = 2 V т (\ °• 'X
Г՜., 0֊^=՜ '1 2 cos о 2 COS а т. 1 \ 2 2 /

7. <С,J <Г 2

где Т„ (х) cos (л arc cos х) (л = О, 1, 2,...) — многочлены Чебышева 
первого рода, а уг (т = О, 1. 2,...) и г2т ։ (т = 1, 2,...) неизвестные 
коэффициенты, которые подлежат определению. Обычным способом 
[4—8] определение неизвестных коэффициентов yni(m = 1,‘2,...} и 

z2m i (m — Ь 2, •••) можно свести к решению бесконечных систем ли­
лейных уравнений. Нс останавливаясь на подробностях, сразу приве­
дем окончательный вид этой системы

ОО ОС

У fl "*• У<>1 В'пп) ■■ Cm.., r2/I. _J а„, п — 1. 2, ...

m - 1 m—-1

co CO
^2«-։ /*' г2т -J ~ ) T L ^т,՝Ут ~ n • ' •••

m—I »l — l

где введены обозначения

m, n 1, 2,...
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т, п = 1, 2, ...

X ( К,. (I, 5) [1 - (֊------- -- --------У ”' Г„ (-—- ------- Л

Л \ а - Ь / \ а — Ь /

т, л = 1, 2,...

Г9 1 х С* / з \ ■--- 9
— I 6>?м..2 ( с15 — ) | 2 сею 0—2 со»а .$ес —

К- 2 I \ 9 9 / 9
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■ ьп =
e

tg 2-ctg
_______________ rj
cos Ч 2 cos ■> sec — d4

2

6»

A

2 cos 0 — 2 cos « sec — c/G X

-1.12
df, n — 1, 2,...

Здесь t/.-.-i (x) = sin (n arccos x)/sin arc cos x (n = 1, 2, ...) — много­
члены Чебышева второго рода, а постоянные с и г/0 определяются из 
граничных условий (1.2), (1.3) и имеют значения

с — P.d., y<j = 2РI'd., (а 6)

I кремлем теперь к решению второй контактной задачи. С помощью 
функционального соотношения

к — 2&0
see------------

„ Л »֊26« t -֊21 \ 4
7ь-’ ^7֊^ А =

к “ — 2а тг / - — 20 7. — 2а \ п — 25
= - — CSC---- ----- С'2^-2 Iff—-— ctff—-— sec——

2 4 \ 4 4/4

т =■ 1, 2,..., — i)

к:> орое весьма просто пплучается из соответствующего функционального 
соотн<шения, приведенного в работах | 7. Ю1, и предс тавляя искомые функ- 
уни в виде разложений

?'(х) =
/2х — а—6\՜՜ ’ - Л .г /2х — а Ь\
(---------- ---------------------------------------------Г~Г
\ а-b / \ а֊Ь /

b >:С л՜ а
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--֊25
5еС 4 °° / - _ 90 - — 2а \

■'(0) " 9 ֊ 2 ^-Т2т^ ----- ‘Нг " 7՜ )
И 2 5Ш 0 - 2 $։п а л._1 \ 4 4 /

а < 9 < г а

для определения неизвестных коэффициентов У^,', । и I2’?,,, р™ 1 П°ЛУ" 
чим бесконечную систему линейных уравнений со структурой, похожей 
системе бесконечных уравнений (1.4) первой контактной задачи.

3. Исследование полученных бесконечных систем можно провести со­
вершенно аналогичным способом, как это сделано в работах |4—8] При 
этом можно показать такие интервалы изменения значений параметров 
/.* и /.՛՛, для-которых написанные системы уравнений вполне регулярны.

Далее, можно показать, что свободные члены этих систем стремятся 
к Нулю при И—оо не медленен, чем п

Перейдем к обсуждению числовых результатов. Численная реализа­
ция полученных формул произведена на ЭВМ «Наири-2» в случае, когда 
прямолинейные накладки отсутствуют, а плас типа, усиленная на круговой 
границе симметрично расположенными криволинейными накладками, де­
формируется односторонне растягивающим։՛, усилиями Р„ равномерно рас­
пределенными на бесконечности. I !ри этом предполагалось, что ширина 
криволинейных накладок 9 ,=0.25 с.ч. а в качестве материала основания для 
обеих задач взят алюминии (катанный) с упругими постоянными 
Е-0.69-10' кг'с.и'. V 0.3. Остальные параметры варьировались различны­
ми способами Эти вариации включали выбор материала накладок, а также 
длины участков контакта. Параметр 7. в обеих задачах давался формулой

,... = 211.
2 (1 У1)

я принимал гри значения в зависимости от выбора материала накладок 
Значению1.7442 соответствует углеродистая сталь с упругими 

постоянными Ел - 2.1 • 10* л-? с?.г, ч. — 0.24; значению Ц = 2.8316 соот­

ветствует медь с упругими постоянными Л՝] — 1.1-10" кг см՛՛, ՝6 =0.31 
и, наконец, л- 4.2494 дюралюминий (катанный) с упругими посто­

янными Е1 =0.71 • 10" кг;см՝, - 0.32,

На фиг. 3 и 4, соответствующих первой и второй контактным зада­
чам, показаны закономерности изменения контактного напряжения и зави­
симости от материалов контактирующих пар и длин участков кош акта. 
Было замечено следующее; с. возрастанием значений параметра '/.՛՛, то есть, 
когда материал накладок становится более податливым, контактное напря­
жение* под упругими криволинейными накладками уменьшается. Этот факт 
становится более наглядным, когда увеличивается длина участка контакта.

Далее, определены значения нормального напряжения (г, 0) в точке 
я./2) для различных контактирующих нар и длин участков коя-
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Фиг 4.

такта. Эти результаты приведены в табл, 
я второму контактным задачам.

и 2. соответствующих первому

Таблица 1

"о
։«к/6 а=т./4 а-г./З

1.7442 2.5882 2.2339 1.9722
2.8316 2.6337 2.3486 2.1720
4.2494 2.6799 2.4552 2.3440

Таблица 2

1 -^/6 а- -“/4 3"='/3

1.7442 0.3483 0.2329 -0,0407
2.8316 0.7167 0.6124 0.3198
4.2494 1.0506 0.9768 0.6819

е

Резюмируя анализ полученных числовых данных, можно утверждать, 
■что усиление круговой Гранины пластины упругими накладками положи-
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только влияет на напряженное состояние пластины в целом. При этом эф­
фективность усиления пластины с круговым отверстием указанным обра­
зом более очевидна в случае второй контактной задачи.

Автор благодарен С М. Мхитаряну за постановку задачи и обсужде­
ние результатов.
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TWO CONTACT PROBLEMS FOR A PLATE WITH 
A CIRCULAR HOLE REINFORCED BY ELASTIC STIFFENERS

5. 5. SHAHINJAN

.S’ u m m a r y

The papc-r deals with contact problems for an infinite plate with’ 
a circular hole reinforced by some elastic stiffeners of a small thickness^

The solutions of these problems are reduced to a solution of 
systems of singular integro-differential equations. The solutions of these 
equations are found as series over Chebishev polynomials of the first 
kind.

Quite regular or quasi-quite infinite systems of linear algebraic, 
equations are obtained for the unknown coefficients of the series.

A numerical example is presented.
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