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Рассматривается вопрос определения напряженно-деформированного 
состояния в плоской задаче для анизотропной полосы. Считается, что пло­
скость .полосы совпадает с плоскостью упругой симметрии материала. На 
продольных сторонах полосы заданы значения напряжений, а на торцах— 
различные комбинации ториевых условий.

Применяется асимптотический метод интегрирования, и решение зада­
чи представляется в виде суммы двух решений — незатухающего и типа 
погранслоя. Показывается возможность сращивания этих двух решений на 
торцах.

Обсуждается применимость прикладных и асимптотического методов 
для анизотропных материалов. Показано, что применимость этих методов 
может существенно зависеть от величины отношения упругих коэффициен­
тов. Анализируется влияние отдельных коэффициентов упругости на при­
менимость гипотезы о нсдеформируемых нормалях.

1. Рассматривается плоская задача для анизотропной полосы 
-• = {(.х, у) : О -С .г < а, |у | < /г, /? <& а}, на продольных сторонах 
у = ± Ь которой заданы значения напряжений

Злу = (х), ± У (х) при у — Л (1.1)
п

-• на торцах л* — 0, а—произвольные пока торцевые условия.
Считаем обеспеченным равновесие прямоугольника как жесткого тела. 

Предполагаем также, что плоскость упругой симметрии совпадает с плоско­
стью ху. то есть практически в этой плоскости имеем общую анизотропию.

Для решения задачи используется асимптотический метод интегриро­
вания [I]. Вводя безразмерную координатную систему $ — х!а. пре­
образовав соответствующие уравнения теории упругости анизотропного те­
ла. получим систему, содержащую малый параметр е = Л.-’о при производ­
ных. Решение годобного рода сингулярно возмущенных уравнений склады­
вается [I—3] из двух типов решений — внутреннего, то есть незатухаю­
щего при удалении от границы в глубь области решения, и типа погранслоя.

Решение анизотропной полосы известным для изотропного и ортотроп­
ного случаев приемом не представляется в виде суммы двух решений—сим­
метричного и кососимметричного, гак как в этом случае симметричным и 
кососимметричным внешним нбЗдействиям не соответствуют гакие же на­
пряженно-деформированные состояния.
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Внутренне.- решение ищем п виде [ 1]

ф = V п.2)
»֊О

Ц любое ии напряжений или безразмерных перемещений С к՝а, 
V — 'и.а, ()" 0 при хО, </ целое число и выбирается следующим
образом:

7 2 для зд, и, </ — 1 для <,у

с/ 3 для V, д 0 для

Подс;апля>: (1.2) в уравнения теории упругости, с учетом (1.3) полу­
чим систему

я3‘*> х)?*1 л-**1_ ։ _‘2_ — о 73уу с -у п
<7: (Г- ՝ ' (Г. ~

„<41 , -1«֊2> . (։֊1)
«И'л У «12'у Н- «»Злу

21 -| а^; а2,А ’՛ (1.4)

дУ՝’՝ _(։ з> , ... я
«26 '■/ . «ве^У

Интегрируя спс ему ( 1.4) по и, получим

. «>
'/''-«.'•'С.) е՝''=- ֊’. .<՝"(:)

(1-. и"'՞'

, л 1 _/•» с»)(л) 1 аи 1 <Ги> , ч,;Сд — —------- —-------------- ;---- _ I С,
ап с/: ап </•֊

'■ ДП ■> ! ' ' (к:)

1 "Л ,1 •՛*՝'.1*1 _ • "Р •» «'»уО г -•’> > ,•'»>

(О г») ,<«)го , (I , ’л.с. и 3.,1( неизвестные функции от : и подлежат опреде­
лению, а величины со звездочками — известные функция от " и оп- 
| сдел я ются с. лед у к । щ.им образом:
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1 / с1 к 
«11

<*-2) 
а123у (1.6)

1*1 
՛*» 'У — Яг* о

Удовлетворив граничным условиям (1.1), получим, что м|<։ и и,Н) 
удовлетворяют следуют им уравнениям:

«и

А А2’ .с*.
За31 </?

(1.7)

(1.8)

где

= _ х}'> । ± (;?;>(: = 1) <#>(: - - П)

ч{'> = ,

А;’С- о ^4*4; = — !)
+-------- к--------- ------------------------------

Л?* - 1/2 ( А’ А'“'), ХГ’-1/2(Х'”)֊Х 1”) (1.9)

у!‘} = 1/2(г’(։| у !й\ й*А 12( у и) । у '■*■)

з,у-. и =,/ определив тем следующим образом:

-։;/и = Л2 — (о.у (, 1>- =,,, (,= ֊ 1)) — ֊—
2 ՝2ап </г

'Я' - Г|-----Т - л ((- - 1) - (* = — 1))
(1.10)

Гаким образом, г.се величины будут определены, если известны 
и1* , и’(։'. Последние определяются по формулам

1 <■*> >А1 ■ /"•<»>; ।
— и Ни П“С1 ' г С? 
«и

1 13 12
Д «• «’и Сз — ֊: Сч — Сз ; I С<.
Зап Ь 2

и«*1 = р 'Л, «•(/' = </; е/; । д'; । д " с/;

(1.11)

(1.12)
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При 5—0 уравнения (1.7) и (1.8) можно получить, если принять из­
вестную гипотезу о недсформирусмых нормалях. Для каждого приближе­
ния 5 для определения ы'л| и «г*} решаются одни и те же уравнения 
( 1.7). ( 1.8) и меняется лишь вид нагрузки. В частности.

Р — — Лр -'"Ч “֊“I
«и ՝

р12> „ (J_ 2i? 1. °и\ </% _j_ “и </%

X 6 ап 6 ап/ dv ai։

0} _ v dX., и; 2 а,,։ (I X.
։ Jr 9 Qa֊ J a.j d-г

( A. Q-6___ ?_ f,i -___ ?. \ •
W՜ 5 an/ </:-

1 aC6 4 aU\ d'X2
~ | о I

5 a։։ 5 oil / d\'

(1.13)

Из (1.9), (I 13) видно, что величина вносимой поправки зависит не 
только от изменяемости внешней нагрузки, но и от отношения упругих ко­
эффициентов. В частности, если а1։-«и = О(г 1, то вносимая поправка 
иг первого приближения будет порядка первого члена и асимптотика (1.3). 
а I ледо.чатсльио, я гипотеза о педеформируемых нормалях перестанут быть 
верными для анизотропного случая. 13 изотропном и ортотропном случаях 
р1,! с/''1 Он вносимая поправка будет сказываться со второго прибли­
жения. го есть гипотеза о недсформирусмых нормалях в изотропном случае 
имеет большую точность, нежели в анизотропном случае.

Формулы (1.9). (1.13) показывают, что характер внутреннего напря­
женного состояния может существенно зависеть от о;ношении о. ,'йп и здесь 
первостепенную важность имеет отношение a...'a։t. Влияние остальных от­
ношении коэффициентов упругости будет существенным, если </1п'<?ц = 

~ О(= ֊). a26 au ()\г 3), a22/an О(=՜'), то есть поправку к вну­
треннему напряженному состоянию, определяемому прикладной тео­
рией, в первую очередь нужно связывать с более точным учетом 
сдвиговых факторов [41.

В вышеуказанных предельных случаях или надо отыскать другую 
асимптотику, которая в исходном приближении будет резко отличаться от 
асимптотики, сх.твстствующей гипо . езе недсформирусмых нормалей, или 
решить задачу другим способом как существенно двухмерную.

Формулы (1.11) и (1.12) показывают, что пронзволов внутренней 
задачи недостаточно для удовлетворения условиям при х=0, а в каждой 
точке торна. Чтобы удовлетворять торцевым условиям достаточно точно, 
необходимо иметь решение типа погранслоя.

2. Для построения погранслоя вблизи торца с —0 в уравнениях теория 
упругости сделаем новую замену переменных / = Этим преобразованием 
выделяется дифференцирование в продольном направлении [3].
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Решение вновь полученных уравнений ищем в виде функций типа по- 
гранслоя [5]

К, ^(С)ехр(֊/-0 (2.1)

»=$

где R;,—любое из напряжений и перемещений, х,- показатель интенсивно­
сти. л -const характеризует изменяемость напряженно-деформированного 
состояния. Для ногранслоя, соответствующего краю £=0, Рел>*0.

Числа хр выбираются гак. чтобы получить непротиворечивую систем» 
(5, 6]. Этому условию удовлетворяют

•х. = х, хм — ■/ - 1 (2.2)

здесь о<—любое из напряжений, п.—любое из безразмерных перемещений, 
х определится при рассмотрении вопроса взаимодействия ногранслоя с вну­
тренним напряженным состоянием.

В результате имеем следующую систему относительно величин

֊ о.<») _ Л
г₽ r </Г

I

, ՛.») I <») I <«>— ancT/, - at..ZyP 4- ии5ЛуД (2.3)

a-ay’՛ 4՜ «.'fl3 4^
du՝y 

dZ
i-Vp — ՛ о e'V/.? 4- «sa3»1'**

решением которой является

-(«) _ "хр -- —а:\
>п

” • F,, « \ л (j|
Чр — ( an . з т Hj2 — 4- a։e — I А„

X f-n f n i-n /

_,(•) _  t . . n . Ft! Fn
v» - — “n— T (a։i 4֊ aw)r? -I a..e— - 2als -y

/•։, f-n f՝n

«(fe) удовлетворяет уравнению

(2-4)

A'^

т f'n '-n(aee 2a|_.)/?r, i 2>ia дАя-f-'/.„a,/-,, 0 (2.5)

к условиям

• 2.6)

являющимся следствием из условий =0 при $ = ±1. R завн-

<*5^ — # -Ш)
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<։։мости от вида корней соответствующего (2.5) характеристического урав­
нения |7|

а) ։{-/?, а ֊6% б)а։ — /?,. : //с (■/, /р '?3>0> 

возможны следующие решения задачи (2.5)—(2-6):

а) /\,(-) = е " (с63 р>л 51П 3/.„- -б’ш со$ ^’) (2.7)

где л„—корень уравнения

з-ш2^Л-22/.м 0 (2.8)

|(*1 х;)" + (н։ -1 >■>)■] СОЗ 2 (3։ - &)/.,.

II

Г Л‘п/•п кп) = е ($։п ։За„ соз 3/.,,' — ' соз 3/-Л з1п 3/ п’,) (2.9)

зт 23л„ - 23>п = 0 (2.10)

6) =
/->11

(/Л: ՛ СОЗ -| Л>1՛'' Я1П Л,,-) ЧА;.’ ,
-ь

֊ (/?Й' СОЗ ~ /-/14՛ -31П рЛ,- ) е ‘ " (2.11)

-[(«։֊М2 (■%֊ ?г)"1 сое 2(^4 -г :М,-л-4кЛсЬ2(а1 г.) /.„ -֊О (2.12)

Через О\',! обозначены алгебраические дополнения первой строки
с л е д у юще и матрицы:

4”
<й’ 4°’

I 4“’ <&՝ 
|| 4’ 4”

где

</п' =е ՛ '‘соз^-п,

<А<" ֊=? ' ' соз 32>.„,

-е ‘"созЗ,/.,,, 

.1«) 12՝ п л«23 — е СОБ

4"1 =е 1 " («։ СОЙ р/л - /: Й1П ?!<■»),

4’ 4”
</& 4՛
Л’՛ 4՞՛
/Л) Х/р 

«43 «41

с/\'■՝ — е 1 '' 31 п Р/...

с/| ।' ~ е ' з1п 32Л<

Л п) ‘ 1"г? .
«22 = — с 81П /։г։

а3 « - о021 -— е з։ир/п

1 — е (х. $п։ м 4՜ Л соз п)
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d&} = е ’ п (a, cos п — ?։ sin ?։ >Л), d'zx ’ = f '' (а. sin 3,л„ '<а cos Зг/ „)

с/1Г’=<? ’ " (я։ cos 3։/,„—£։ sin-V*)

(/<? = е ՛ " 5»п 3։/„-i ?xcos?։>H)

<hl ~ * -«А.» — С (3jCOS|3։/n r.3։sin?jM

</4’41 = с 1 (— sin 3/ . - \ cos 3/.,)

Считаем, что н (2 4) и ч дальнейшем там. где какая-либо функция 
умножается на произвол погранслоя А’ . производятся суммирование 
но всем значениям немого индекса п, соответствующего всем корням }.„ 
Min Ре л практически будет xapai вать быстроту »атухання погран- 
слоя. Это затухание будет медленнее, чем в изотропном и ортотропном слу- 
ч«ях. так как и, и/ отличны от нуля.

В табл. 1 приведены упругие коэффициенты и значения параметров 
a-, (»f, входящих в уравнение (2.12). для материалов СВАМ 5 1 и С.ВАМ 
15:1 Упругие постоянные взяты из [8]. где <{—угол между главными на­
правлениями анизотропии и координатными осями В табл 2 приведены 
значения первых нескольких корней л- ֊ x* ; iy, трансцендентного уравне­
ния (2.12) для этих материалов.

Напряжения z։j//, 3 произвольном поперечном сечении самоурап- 
новешены. то ecih

։ ։ 1

3։^: = о, (~ о, = о (2.13)

-1 -I •։

перемещения же аналогичным равенствам, вообще говоря, не удовлетворя­
ют. (2.13) легко установить, если непосредственно вычислить эти интегра­
лы н учесть (2.6).

Аналогичным образом строится погранслон вблизи горца 1=1. Если 
отсчет вести от л 0. данные R» этого погранслоя получаются из приве­
денного формальной заменой / на /,= 1 г—‘ (а—л)/й.

Приведенные выше результаты относятся к плоскому напряженному 
состоянию. Известной заменой упругих коэффициентов а., на чч 

~ (ana/.i)/a„ (/, j 1. 2, 6) можно получить данные для плоской дефор­
мации. Отметим также, что решение типа погранслоя в нашем случае одно­
временно является точным решением.

Интеграл задачи представим в виде

J Q+R՝" (2.Н)

Представление (2.14) содержит достаточное число произволен для удовле­
творения торцевым условиям.
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Таблица 1

М а тс риал՜ "—__
О։։.ю-5

СМ2 К1
«„-10-5

СМ3/К1
ап-10՜5 

СМ3)1 к։
Ю 5 

см3,'к г
«к Ю 5 

см3;к։
о„ -10 '5

СМ3/К1 т. '։1 «։ %

СВАМ 5:1 г=45 0.675 0.675 0.374 0.832 0.0887 0.0887 0.61128 0.79142 -0.74260 0.66964
СВА.М 15:1 у^ЗО 0.430 0.400 -0.280 1.660 0.304 0.050 ֊0.78453 1.34211 0.07689 0.61518

Таблица 2
('ВАМ 5 С ВАМ 15:1 у=х304

■% У.. Уп

1 1.717576 1.640117 1.979940 1.115331
2 2.868292 2.704967 3.260595 1.676184
3 5.182160 4.849278 5.960421 2.866730

III 
М

. Х
ачатрян
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3. Пусть нт горце х=0 заданы значения напряжении

(С) (3.1)

Подставляя (2.14) и (3.1), учитывая (1.2). (2.1) и что при £=0 проявляет 
себя первый погранслой. получим

'«• ’ П
+*"Р”

л»Р ч; ■ 2

О (/ = 0) (3.2)

Условия (3.2) будут непротиворечивыми, то сечь позволяют последователь­
но определить постоянные в решениях внутренней задачи и погранслоя. 
если х= 2, Запишем условия (3.2) в виде

,<■> = 0)> = ??= 0) (3 3)
Правые части (3.3) должны удовлетворять условиям (2.13). откуда нахо­
дим следующие значения произволен внутренней задачи:

1

с(։'= С; = 0))</:
->]

с4։| = л?' (0) - -1- (<.;р> (0, 1) + (о, 1» +«м

(3.4)

Если на краю с I также заданы значения напряжений, то от этих 
условий вытекают те же значения произволов внутренней задачи, так как 
считается обеспеченным равновесие прямоугольника как жесткого тела. Пе­
ремещения будут определены I точностью жесткого смещения. Из условии 
отсутствия жесткого смещения

//(1, 0) - 0, и(1, 0) -0,
(!и 
(Г.

(3.5)

■определяются произволы СУ\ С'/1 и Сь։|. Остаются неопределенными 

произволы погранслоя Л‘„А' и /V (В^'— произвол погранслоя, соот­

ветствующий краю ■ I). Для определения А„՛ и 2^,л' можно приме­
нять приближенные методы, в частности, метод коллокации или ме­
тод Трефтца |9, 10].
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Если на краю с— I заданы значения перемещений

» = ?)(')> (3.6)

то можно применять вариационный принцип Кастилиагю | II]. который п 
пашем случае примет вид

1

( 10' — •?։) '•’» 4- (и — о2) </7 = 0 (3.7)

-1

о читывай, что Ст . Сз , С։ и уже известны, то есть они 
нс варьируются, ни (3.7), используя (2-14), получим следующую беско­
нечную систему алгебраических уравнений относительно произволов 
ног ране лоя В'.'':

֊0 (т = 1, 2,...) (3.8)

.•де

։ л 
Опт --  (<'«•'», ~ V/, ֊,„ ) т/

- I
I

С;= ••(; 1)5..+ <••'’>(* - 1)

։

I

«л
-:

Через зк, и,,, и.,, обозначены коэффициенты при /1/ в выраже­
ниях соответственно для ~^р, иР'> г՛՛/՛, заданные формулой (2.4).

I аким образом, используя вариационное уравнение (3.7), мы находим 
5 ֊ гавшиеся производи в формулах для напряжений и упругих перемещений. 

I (остоянные (Л ՛. СЛ.'! и Сбл՛ характеризуют жесткое смещение, их 
можно определить, например, из условий отсутствия жесткого сме­
щения (3.5). Н I значения С?'1, С?1 и С",4՛, естественно, будут влиять 

значения произволов погранслбя В՛֊,'՛, определяемые из уравнений (3.8).
4 Рассмотрим случай, когда на торцах с՜ 0.1 заданы значения пере­

мещен пн

։Н = ^(^), и = «,(!), (?р '?,.) при := 0, 1 (4.1)

.В этой задаче з сил) того, что удовлетворены статические граничные усло­
вия, такя։е можно применять вариационное уравнение Кастнлиано, которое 
примет вид
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I

[(и - ?։) - (V ?■֊) «ху] 4֊

- I

+ \ К«֊ ?,)'Х + (V ֊ -УЧЛ .Л =0 <4-2)

-1

Используя (2.14). из (4.2) получим непротиворечивую систему, если 
У.— - 4. Система алгебраических уравнений имеет вид

СГ'+аДД!.””^ Й'+”) 4 «и’ ֊ о

—Сз”4- С.','՝4 ь„ (/։՝” 4- М") 4 С„Я՝‘֊“+ бУ 0 (4.3)
3

Й” 4 2С?1 4- С. (А? ~ В“') - с?1 = О

֊ <&’ = 0 (т = 1, 2, ...) (4.4)

Л,^”4е^ = 0 (т = 1, 2....) (4.5)

где 

։ г

ап - — I и,Ьп = —— I (ч"~ 1) 
2ап; 2а։։3

^} = ֊ | О'“Т:֊0) = 1) •
2«н .1

- 5

։
+ -֊ 1)) </: - ֊՛ - — С (г?’2> 1 ?? '-՝) <Г. М.6)

2«н « Л

-1 (? - 1) (V (ж)(- = 0)4֊ ^'=Чс = 1)) ֊ и/:,; (;=!)֊

апГ֊,гл?'(; (7՜' — 1) ип ’ (; ֊ 1)

«п «
А 1 | /г г- л \ ( (« - 3 ։ (I —-- ------------(/ 1) (?2 - '2 

2«и « ?.
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J
ci" =--------- Г С(։ = 0) + (։=]) -

«н J
— 1

еЙ= | = + (5= 1)-„,)Л

- I
։

֊АС (•/,-” <-..+ //
О J

-I

Система уравнений (4.3) — (4.5) составляет полную систему для опре­
деления произволен внутренней задачи к погранслоя. После их определе­
ния по формулам, приведенным в пп. 1—2, определяются напряжения и 
упругие перемещения.

Сходимость процесса Кастилиамо з общем случае доказана в [9], по­
этому мы здесь не будем останавливаться на этом вопросе.

Из (4.3) — (4.6) видно, что Л1;,՜'՛ — 73,,՛՜՛1 =■ /С,1' = В',!1 =- 0. Это означает, 

что погранслой в первом, приближении не влияет на значения произволен 
внутренней задачи Напряжения погранслоя будут порядка О(Л *՝), пере­
мещения— О{2 ')i то есть вблизи края погранслоем нельзя пренебрегать 
в силу того. что интенсивность напряжений погранслоя того же порядка, 
ты и напряжения основного напряженного состояния.

о случае смешанных торцевых условий часть произволов внутренней 
зад? in можно определить из условий (2.13), а для определения остальных 
величин применяются вышеуказанные приближенные методы.

В заключение автор благодарит Л. А. Агаловяйа за внимание и руко­
водство при выполнении работы.

11»1гтитут механики 
Л1 i Армянский ССР Г!иступил.։ 19 V 1976
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Շ. IT. ԱԱՉԱՏՐձԱՆ

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՇԵՐՏԻ ԼԱՐՎԱՕ11.3ԻՆ ԴԻՖՈՐՄԱՅԻՈՆ ՎԻՃԱԿԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ՄԱՍԻՆԱ մ փ ո փ ո I մ
Աշխաս/ան բամ ասիմպտստիկ ինտե դրմ ան մեթոդռվ է։ է ս ո ւ մն ա ս ի ը </ էէ 11/՜ Լ 

անիր/1։ տրաւ/ շերտի լա րվւսծա յին-դևվւորմ ա րիոն վիճակը, երր շերտի երկայ­
նական կողմերի վրա տրված են լարումների արժեքները, իսկ մյուս կողմ երի 
վրա' տարբեր տիպի եզրային պայմաններ։

հէնդրի լուծումը ներկա յացւէում Լ երկու տեսակ լուծումների զՈէմ արով' 
Հիմնական լարվտծային վիճակր բնութազըոզ լուծման և սահմանային շերտի 
ւոիս/իէ

Տւոյց է տրվում եզրերում այդ երկու լուծէսմների կարմ ան հնարավո­
րությունը։

Քննարկվում է կիրառական և ասիմպտոտիկ մ եթոդնեքէի կիրաււո ւթյան 
հնարավորությունը անիղոտրւււզ նյութերի համար։ մույբ է տրված, որ դասա­
կան տեսության կիրւո ոմ ւ։։ն հնարավորությունը էապես կաիւՎած Լ աոաձդա- 
կան դործակիբների հարաբերությունների մեծութ յունից։ Վերլուծության Լ 
ենթարկվ ած աոաձդականութ յԱէն տարբեր դոըծակիցնեըի դերը շդեֆորմ ա ը- 
վող նորմալների վարկածի կ ի րա ոե լ ի ո ։ թ յան վրա։ 'Հույր է սրբված, որ կիրա- 
II ակ ան տեսության ճշդրւոում ր աոաջին հերթին ււ/ետը է կապել սահքա յին 
գործոնների ճշորիտ հաշվառման Հես.՛

ON DETERMINATION OF STRESS-STRAIN STATE OF AN 
ANISOTROPIC STRIPE

SH. M. KHACHATR1AN

S u tn m ary

The determination of stress-strain state in a plane problem for an 
anisotropic stripe is considered. The stripe plane is assumed to coin­
cide with the plane of the materials elastic symmetry. The stress va­
lues on the longitudinal sides of the stripe and the different combinations 
of the boundary conditions on its edges are given.

The asymptotic method of integration is applied and the solution 
of the problem is presented as the sum of two solutions: the interior 
one and that of boundary layer. The suitability of applied and asymp­
totic methods for anisotropic materials is discussed, i'he applicability 
of the above methods is shown to depend strictly on the ratio of elastic 
coefficients. The effect of specific coefficients of elacticity on the ap­
plicability of the hypothesis on nondeformable normals is analysed.
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