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СИММЕТРИЧНЫМ КОЛЕБАНИЯ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ПЛАСТИН

Применение в акустике пьезоэлектрических пластин и оболочек, рабо- 
тающих в широком диапазоне частот, требует решения пространственных 
задач электроупругости. Как известно из классической теории упругости 
'1. 2]. одни из Основных этапов нестроения таких решений связан с опре­
делением корней соответствующих дисперсионных уравнений. Так в рабо- 

■е [31 было получено дисперсионное уравнение для стационарных волн в 
плоской пьезопэлупроводииковой пластине, лицевые поверхности которой 
иг электродированы и свободны от внешних условий, а сама пластина по­
мещена в вакуум. Путем приближенного решения дисперсионного уравне­
ния найдены заниспмости фазовой скорости от частоты для первых двух 
нижайших мод. Аналогичная задача о распространении поперечных ультра­
звуковых волн была рассмотрена в |4|. Для круглого пьезоактнвного вол­
новода вещественные корни дисперсионного уравнения для нормальных 
воли осесимметричного типа исследованы в |5|.

В настоящей работе проводи гея численный и качественный анализ ве­
щественных и комплексных корней дисперсионного уравнения для симмет­
ричных колебаний пьезоэлектрической пластины, поляризованной по тол­
щине, лицевые поверхности которой покрыты электродами ьггкпирчиг. ма­
лой толщины и электроды закорочены. Для малых частот г помощью тео­
рии Возмущений получены аналитические разложения корней. Для боль­
ших частот корни исследованы на ЭВМ

I. Рассмотрим пластину толщиной 2А. длиной 1а. Введем прямоуголь­
ную систему координат (х,, х֊. х ), причем ось ох совпадает с направле­
нием оси поляризации. Основываясь на соотношениях [2], уравнения коле­
баний пьезЪ.чластнвы и плоскости х,ох, можно записать в следующем виде:

оТп . дТи л (----“ | « гл.,-М։ — о 
()х1 <->х3

°֊г֊՝՝֊֊ ^‘и, о (1.1)
дх3 дх3

"Л ^21 = о
г/.х1 с/х3

где Г,л, и,, Д—компоненты напряжения, механического смещения, 
электрической индукции, соответственно, р- плотность, ы частота.

Линейные пьезоэлектрические уравнения для пьезоэлектрического ма­
териала класса Сби имеют вид:
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Здесь ст„ упругие постоянные

- Out dux dv
G1 = cu — -C։3—- ем ц—՛

^•3

T,= cJ O-> <y> 1 I- udxl 1Jdx3

... dux <^«3 d'i
‘ 3J — CX3 e3A

0*3

и матричном обозначении, е,пп—пьс-

A 1։Ux։ dx,)
d’i

ол dux Oil,
= e3« T~dxy Ox3

(1.2)
<>хя

Лз
/ди. dn.\

=: c՜։։ ( 3------------- )
\</x։1 dx} ' ‘ e’5 л

зоконстанты, '-тп диэлектрические проницаемости, ? потенциал 
электрического ноля, связанный с вектором напряженности соотно­
шением Е —grad 7. Будем считать, что на лицевых поверхностях 
пластины при х, = А заданы следующие граничные условия:

Л-з-0, ? = 0 (7 = 1,3) (1.3)

Для получения дисперсионного уравнения симметричных колебаний пьезо­
электрической пластины необходимо решить систему уравнений (1.1) 
совместно с граничными условиями (1.3).

Введем безразмерные координаты и величины по формулам

= с = ։ = Д 2_„А-(/2_
и п а I с<4

Запишем решение системы уравнении (1.1) для продольных нормальных 
волн з следующем виде:

3 /p-2-М
«I - V1G)$(O = « \ AM.ch(3,<)e 

г—I

3
«а = (•) Ф (’) = Ja S е՛ sh (?/ ՝) с (1.4)

/г-1

з у(^.аЛ]
? = V, G) Ф G У - ja V Ai sh (3f \)е

I— J

где A.— произвольные постоянные, °. корпи бикубического урав­
нения

- Р? 4- Qg2 + R = 0 (1.5)

Р NJ2- NX-t Q ֊/;/֊>< D^֊\ D.A

R = (Cx21 - C/22»8 + )

= CU * гм “t՜ А с1гзз'^'

•У: ~ [C;u (c'n֊33 г С]|-и 1 4՜ r33 (е3. 1 !3 4՜ 2c,1; (е31еЛ, I

' г1:гзз) B-io eM՝ ~՜ г1Узз]' ^’ ~
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Д: = <44 [(с.а т сп) £эз — (с44 4՜ саз) -з։ -| (ез1 -г 2'?։5։?зз]|՛ С

Ъ ~ [<’и (с'л-зз ■ си (С33£1! Т СЪ'П “>Ги (Г4ГИ

+ «з։^ + е?5]/6’’ = I (Сп - С«) 5ц 4֊ *?$] <-44/

С3 = <О1 (С4'Г։1 4՜ 6 ~ С44 (-злсзл ^зз)

_ (СИ 4՜ С։а) (г33^/ 511а‘) Г՜ (®31 4՜ в։5) (вз3?? е13^՜։
* ~ (<-*41 4- С։з) (е33^ — е։.-г) - (ез։ — е15) (с33^- 4 Сц’--*՛ - с4|а2)

А____ (с44 4- с1Э) е,- + (еЭ1 4- е>5) ;
с„(224-??)֊֊с„*г ’

Подстановка (1.4) в граничные условия (1.3) с учетом (1.2) приводит к 
системе линейных однородных алгебраических уравнений для /Ь. Необхо­
димым и достаточным условием существования решения этом системы яв­
ляется равенство нулю ее детерминанта

а։ сЬ

6։ бЬ
бй В։

а;.сЬ82 а3сЬ£3

625Й^ 6аяЬ?3

5Й б11 ̂ 3
- 0 (1.6)

где

а. = (— с։зЛ,- а- 4՜ с33е{ 4- взз) = <*44 (/'*• ??-^е։)

Уравнение (1.6) можно записать в виде

3
2М,сП)?Л = О (1.7)

л-1

Уравнение (1.7) есть дисперсионное уравнение для симметричных колеба­
нии пьезоэлектрической пластины. В классической теории упругости они 
известно как уравнение Релея-Лэмба, корпи которого определяют связь 
между частотой <-2 и волновым числом и. Для фиксированного 12 уравне­
ние (1.7) имеет счетное множество корней, каждый из которых определят 
точку на плоскости <2(а).

2. Разобьем предварительно корни уравнения (1.7) па две группы: ве­
щественные и комплексные. Остановимся вначале на исследовании пове­
дения вещественных корней при малых 12 и а. Поскольку а--О является 
двухкратной точкой спектра при <֊2 С, разложим а:. С'>:(^) в ряд по степе­
ням £2։

.?.= = /22՞ . . -

<>*('.) 2Х"+՛” К 2,3)

Подстановка (2.1) в (1.1—1.4) приводит к некоторой рекурентной систе­
ме. после интегрирования которой получаем



54 В. В. Мадсргкии, IO. Л. Устииол

֊ сл, = ^'! ֊ о

С33 2 <՝33

_. .£н£з з„>0

<чЛ <?з

Ц1* О (2.2)

Здесь с, произвольная постоянная, которую можно считать, например, 
равной I.

Из формул (2.1) и (2.2) видно, что в окрестности точки (0.0) суще-
I г ну ют два вещественных корня

(2.3)

ьмтпрые определяют первую дисперсионную кривую на фиг. 1. При уве- 
о

личснии частоты фазовая скорость Г — этой дисперсионной ветви ne­
at

шественных корней стремится сверху к фазовой скорости поверхностной 
волны Рслея. Гак для материала Ц ГС-19 она равна 1.06.

Начало остальных дисперсионных кривых определяется из условия 
а - 0. Как показано в Гб], в этом случае определитель граничных условий 
(1.6) распадается на два транспенден। ных уравнения;

sin 2 = 0,
е ’ 2о 6,1 г',!2 

tg— =--5 b

Ь =
c4i-;w
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Эти два набора корней и определяют начальные точки 'вещественных кри­
вых на оси £2.

Теперь нам необходимо рассмотреть комплексные корни <Хп = 2г։-|- 
-г/’уг.. Точки пересечения комплексных ветвей с плоскостью £2=0 могут 
быть найдены простым приравниванием £2 —0 в уравнениях (1.5), (1.6). 
При этом оказалось, что в верхней полуплоскости существуют три ветви 
комплексных корней. Первая ветвь совпадает с мнимой осью, при этом 
асимптотические значения корней для материалов типа ЦТС и РИТ сле­
дующие:

•хл = -^֊ (л-1,2,...) (2.4)

(3 \э
— ) - вещественный корень уравнения (1.5) при Р = 0.

Для материалов системы ЦТС мнимые кирш: также можно определить 
по формуле

Ошибка пр։։ этом не превышает 3%.
Две другие ветви симметричны относительно мнимой оси. Положение 

правой ветви описывается следующей формулой:

В (2.5) 02 ' ՝— ֊ А:, /Л2 — корень бикубического уравнения (1.5)
я

при ֊ -0, лежащий в первом квадранте, Мл — 7».,). Формулы
(2.4) и (2.5) уже при п = ! определяют значения корней с погреш­
ностью, не превышающей 2° 0.

Можно определить аналитические выражения комплексных я мнимых 
корней для ма\ых частот. Воспользуемся для этого методом возмущения 
[7]. Считая, что величина 12՜ является достаточно малой, разложим по сте­
пеням этой величины корни уравнения (1-5) и корни /... <л. Ул — диспер­
сионного уравнения. После некоторых преобразований получим формулу 
для мнимых корней
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и систему двух уравнений относительно < . у. для комплексных корней

(А‘ - к-) И; - .у՛) ֊ 4А։<.гяу, /ДГ г; - />֊

À-,<■(.-; </;) ։*» 4’U^, &'J’ г,р.

,v/; Ш’ + с.
■՛ ’ з/- ыр Т>~ {/ 1։ '2, 3>

(2.7)

Пг>д» ran\яя Конкретные значения модулей 
л in. s.ip.iK։v,i поведения комплексных и мнимых 
ЦТС-1У

керамики можно опреде-
Хорнси |рн малых Q. Дли

,('-•) 3.3611 ОЛЮЗ

/.(֊’) 6.72(1 0.00081-’»

г/,’1-/ ?.(»'2(1 0.06 2)

1.18(1 0.07'-’’)

1.798(1 (I.DO55 2») (2.8):

//.С-) 4.’)? ( 1 0.01 (-2‘)

Из (2.8) пндно. что величины * (£2). {/-(12) с \абп зависят от часто- 
на. I Г.ниму пан малых частотах ни могут бн.ь л прок ими(лван1.1 корня­
ми ил уравнений (2 4) и (2.5)

Поведение к индексных ветвей вблизи плоскостей 1։Па = 0 или Рса=0 
может быть исследовано с помощью теоремы Оно [8]: каждый минимум и 
максимум вещественных или мнимых вс гаси в (2. х) или (12. у) плоско- 
с 1Я.х. соответственно, есть точки пересечения с комплексными ветвями. Та­
ким образом, когда начальные и конечные точки комплексных, мнимых и 
вещественных .ветвей определены, все веган .мету- быть рассчитаны и лю­
ба я часть спектра может быть построена.

3. На фиг. 1 изображены дисперсионные кривые для пьеэохсрамнкй 
ЦТС-19, полученные численным решением уравнения (1.5). (1.6). Веще- 

। сенные и чисчо мнимые значения <Х нанесены сплошными линиями, при­
чем чисто мнимые корни отложены слева от начала координат. Действи­
тельные и мнимые части комплексных ветвей нанесены прерывистыми ли­
ниями. при этом ось ОХ является осью действительных значении а. а ось 
ОУ—мнимых Значений «. По .си ОХ отложены значения безразмерной 
частоты 1).

11։ фиг. I ВИДНО, что При МАЛЫХ частотах (*.?<2) КорНН V |»<1ННГ11МЯ 
( 1.7) хорошо апрохСимируются их асимп готическими значениями из фор­
мул (2.3) и (2.8). которые на фигуре обозначены штрпх֊пунктнрпымн ли­
ниями. причем частотная >блл. тп применимости -»тих формул для мнимых 
и комплексных корней быстро увеличивается с нозраеганием порядкового 
номера корня.'

Необходим! »тмсгнть. чт<> вещее тпенныс и комплексные лис не (к* ион­
ные криныс для пьезоэлектрических магерналоа качественно нс отличают­
ся относительно аналогичных нетнен для изотропных материала։։ [9]. но 
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смещены на малую величину, зависящую от констант пьезокерамики. Одна­
ко. появление почти вертикальной ветви, соответствующей чисто мнимым 
корням, можно объяснить только пьезоэлектрической связью.

На осно:՜ дисперсионных кривых для каждого Q можно определить 
(разовые и групповые скорости распространения возмущении в плоском 
пили՛ .:оде, причем последняя, как известно, характеризует перенос энергии, 
расе ентать упругие и пьезоэлектрические модуля керамики. Также диспер­
сионные кривые могут быть использованы для изучения механизмов вну­
треннего трения и измерения постоянных затухания дли данного материя- 
Л [9].

Модули пьезокерамики ЦТС-19 были взяты из | 10].

сЙ = 11.2 101<։֊.
ЛГ

си = 6.22

см = 10.6

с44 = 2.49

Рмтоискмй государственный
университет

о < к*31 = З-4 —

ЛГ

е„=15.1

е։5 = 9.45

4 " 82.747-10 10
м

նւ =-- 72.57

Поступила 10 III 1970

Վ. Վ. iriL'HH4li|l՛. Յու. Ա. й (՛ՍՏԻՆՈՎ

ՊհեԶՈԼՎենՏՐԱԿԱՆ IJII.I.bl'h UbUllSPl'«! ՏԱՏԱՆ11 hUl.bl'O

Ա մ փ n փ n I if

Աշիւասւանրում բհրված են (tum հաստության բևեռացված պի1պւէկ(եկւորա - 
կան սա(ի սիմետրիկ տատանումների ղիսպերսիոն հավասարման արմատների 
թվային և որակա՛կան վերյու ծաթյան ա (ttj յուն րն երր: Սայի երեսային մտկերե 
վ՚ոյիներր յիքվին ծածկված են անվեր? վէ»րր հաստությամբ էլեկտ ր ո էյն և (է ո վ 
և կյևկարողներր կարճեյյված ենւ Տրված '-հ հաճախականության համար 
3n'J!} արված երկու տեսակթ իրական ե կոմսքյերս սւրմատների ղսյությո։նր: 
^>nPP ՝• ‘ների հւսմա(< էյրէյոման աեսէէէթյան է)ւ/ն/ււթյամր ոտայյված են ար­
գատների անա(իտիկ ւորւոէււ հա iuint-թinւննհ(>ր: Մեծ Զ -ների համար ա (t։ 1 tu tn- 
ներր ուսումնասիրված են իձՄ*ի էէրաւ

^'է/ային արէ(յււ։նրներր հՏՍ—1 ՛մ սե >(ն !. ա ո 1;լե կա րա.կ ան կերամիկայի հա­
մար բերված են I -ին նկարում:
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SYMMETRIC VIBRATIONS OF PIEZOELECTRIC PLATES

V. V. MADORSKY. U. A. USTINOV

Summary

The results of numerical reseach of the dispersion equation for 
symmetric vibrations of a piezoelectric plate, poled in the thickness 
direction, are presented.

The faces of the plate are traction-free and completely coated with 
electrodes which are short-circuited.

Besides, real, imaginary, complex branches for low frequencies are 
investigated. The numerical results are given for ferroelectric ceramics 
UTC-19.
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