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M H БЕЛУБЕКЯН

К ЗАДАЧЕ КОЛЕБАНИИ ЭЛЕК ТРОПРОВОДЯЩЕЙ 
ПЛАСТИНКИ В ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Применение гипотгл Кирхгоф.» в «адачах маг и ։ rnyitpyi их колебании 
пластинки хотя и приводит к некоторым упрощениям. однако не позволяет 
делать общие выводы для достаточно широкого класса задач. Необходи­
мость дальнейших упрощений привела к исследованию задач магии гоупру- 
гкх колебаний пластинки с использованием дополнительных допущений: 
модем, идеально пронодящей пластинки [1], гипотеза магиигоунругости 
тонких тел | 2]. пренебрежение токами смещения как И пластинке, так и м 
среде, окружающей пластинку [5|. Приведенные ссылки выбраны из об­
ширной литературы по этим вопросам [4] как наиболее характерные.

В настоящей работе, на основе решения частной задачи магнитоупру­
гих колебаний, исследуются вопросы применимости указанных дополнитель­
ных допущен и»“». При этом выбор задачи бусловлсн как возможностью по­
лучения достаточно обозримого точного решения (без использования до­
полните чьи»»1.x упрощений), так и требованием сохранения возможно более 
■•бцкто характера, присущего задачам магнитоупругих колебании.

1. Бесконечная пластинка постоянной толщины 2/| помещена в постоян­
ное магнитное поле II . вектор напряженности которого параллелен средин­
ной плоскости пластинки. Упругие и электромагнитные свойства материала 
пластинки характеризуются жесткостью D. плотностью о. электропровод­
ностью ст. Магнитная и диэлектрическая проницаемости пластинки и сре­
ды. окружающ-н пластинку, принимаются равными единице.

Прямоугольная система координат (х. у. г) выбирается так. что коор­
динатная плоскость (л. у) совпадает со срединной плоскостью пластинки. » 
наираилснис оси ох — с направлением вектора напряженности заданного 
магнитного полк

Основные допущения при ра. < мотреини задачи колебании такой пла­
стинки следующие: гипотеза К »рхгофз: справедлииость линейных уравне­
нии мигцитрупругос.п։ |2]; независимость колебаний пт координаты л— 
полны распространяются в плоскости (у. -՝).

При указанных предположениях уравнения электродинамики для инду- 
пи рои.» пней<՛ »л i -р «м »гни-н -H поля .. обл.» ։и, занимаемой пластинкой 
(I՝՜ I М. следующие:
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«= ( Г— — •

di <’ ՝ Г Ш / Г Ot VIJ <>•

_()hk 4*з / //, , tru^

Oy C \ C Oy/Jt ՛ c di (fy

г dt
(E1)

= 4^ • 9



К задаче колебаний э.м-к гропррводящим :лл'.тинкч 4S

Здесь ^(у, 0֊ прогиб пластинки, ՛•՛■. —компонента возмущенного 
магнитного поля в направлении координаты х', еи, е: —компоненты воз­
мущенного электрического поля соответственно в направлении координат 
ч н ֊՝. Остальные компоненты электромагнитного поля тождественно рав­
ны нулю вследствие независимости колебаний от координаты х. Последнее 
уравнение из (1.1) служит для определения электрических зарядов ՝>, , 
возникающих в процессе колебаний.

Для среды, окружающей плас инку (|г| принимается справедлив 
зость уравнений электродинамики для вакуума

fi К У _1 <>с,^ à К՝' J А.-1 * * * * * * В/

I ><Ъ -2,> ) ■•U.)
А,< =՜ А, , е . — с., при z — — h

Условия (1.3) означаю непрерывность соответствующих компонент 
электромагнитного поля на поверхностях разрыва при справедливости при­
нятой линеаризации |2|. На нормальную к поверхности разрыва компонен­
ту электрического поля с. налагается никаких условий. Разрывы ком­
поненты с, допустимы, так как в процессе колебаний может возникнуть 
распределение поверхностных электрических зарядов.

Существенное отличие рассматриваемой частной задачи магнитоупру- 
п։х колебаний от ранее рассмотренных частных задач (в продольном маг­
нитном поле, когда колебания не зависят от кородинаты у [2]. в попереч­
ном магнитном [51) заключается в том. что здесь электрические заряды 
действительно возникают.

Отмстим, что для задач, рассмотренных в [2]. [51. выполняются усло- 
вня отсутствия электрических зарядов, полученных в |6| при справедли­
вости линейных уравнений магнитоуиругости и гипотезы Кирхгофа.

Для компонен i возмущенного электромагнитного поля среды, окру­
жающей пластинку, должны выполняться также условия затухания возму­
щении на бесконечности, например.

—О при z -• , е'(;; — 0 при z-» — .-» (1-4)

В дайной задаче, согласно уравнениям (1.2). из выполнения условий 
затухания возмущений (1.4) для какой-нибудь компоненты, например. е,7.

с/г г г f ùy с fff

(hi'՝ _ ___ 1_ 4 (А֊՝:'1 п
с/// Ас <; оу ' .>:f J-

(z) (1). (21

(1.2)

Здесь индексы (I) г. (2) показывают принадлежность соответствую­
щей компоненты возмущенного электромагнитного поля к областям <>՝й 
и £<—А’ соответственно. Последнее уравнение из (1.2) является следстви­
ем остальных уравнений.

Уравнения (1.1) и (I?.) связаны общими граничными условиями на 
поверхностях пластинки

.՛ ! й1 । ։ ) /А,■ — h, , ev=ciy при 2 -֊ h 
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автоматически следует выполнен։։, условий затухания и для остальных 
компонент.

Задача нахождения возмущений электромагнитного поля—уравнения 
( 1.1). ( 1.2). условия ( 1.3). (1.4) — была бы полностью определенной. если 
бы было задано движение пластинки Д՝я данной задачи требуется знание 
только функции $'(}/. / )(следствие гипотезы Кирхгофа), поэтому необхо­
димо к Приведенным уравнениям и условиям присоединить также уравне­
ние движения пластинки

<>У

Записанные и правом части уравнения (1.5) сила и момент, обусловлен­
ные взаимодействием электромагнитного поля с движущимся проводником, 
согласно | 2|. имеют вид

Приведенные выше уравнения и граничные условия полностью опреде­
лят рассматриваемую задачу магнитоупругих колебаний пластинки.

2 Для поставленной в первом пункте задачи рассматривается решение 
следующего вида

<2 = <2о (•?) ехр /( -7 ку), и» = и-,ехр / (՛•>/ — ку) (2.1)
где через обозначена любая из компонент электромагнитного поля. 
(^о(г) подлежит определению удовлетворением уравнениям и граничным 
условиям задачи

Подставляя (2 1) в уравнения ( 1 1) и ( 1 2). решая получающиеся при 
атом обыкновенные дифференциальные уравнения и удовлетворяя усло­
виям (1.3), (14). находим соответствующие для компонент возбужденного 
электромагнитного поля функции выраженные через Кг.
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Ло,' = —^ Л/Н^ехр (Л и- 2՝', 

С "'о

4х՝ = МН»ехр \ (/։ г)

Здесь верхний знак соответствует индексу (с) (1). нижний — 
(е) = (2),

+ ,;-а=-±

с* с՜ с*

-------- /1 (.£\ («2±*‘։Ь/, . ՛՛ е1»/1՝Г,(2.3)
I V \> (4к-5 - А») \ Г / \ V 70 /

М = | -^֊4֊ ей *Л —— 0 + —$Ь *Л ьй *>/» 4֊ — еК

Разность ео-. ~ при 2 ± Л дает плотность свободных поверх­
ностных зарядов, возникающих в процессе колебаний.

Подставляя (2.1) с учетом (2.2) в уравнение движения пластинки 
(1.5), получим характеристическое уравнение, определяющее частоты ко­
лебаний

ПЛ« - 2',/^ -- - 2Л — /Уо2 11 Г —— - — [ >/¥ 51։ >л ֊ 
С՝ 13 |

к- 1 у'՜ к‘ к2 к3 11
- -- ------ --  Л- — ^^h ей >Л - бй *Л)֊ - ֊- л՛֊' (2.4)

4" т ։\ч ч с ՜

Уравнение (2.4) является трансцендентным и его исследование в об­
щем случае связано с большими трудностями.

Применяя модель идеально проводящей пластинки [1]. легко полу­
чить, что правая часть уравнения движения пластинки (1.5) тождественно 
равна нулю. Однако в этом случае в правой части уравнения (1.5) необхо­
димо учитывать также добавочные силы, вонзикающие вследствие появле­
ния поверхностного тока, что ведет к разрыв) тензора Максвелла на по­
верхностях 2 = ±Л.

Переходя в выражениях (2.2), (2 4) к пределу при а--оо, получим 
решение, совпадающее с решением на основе модели идеально проводящей 
пластинки. В частности, характеристическое уравнение будет иметь вид

/54'- 2;./,<»։ Н‘ (2.5)
'2-с-у0

Если задачу решать при условии пренебрежения соками смещения по 
сравнению с токами проводимости п уравнениях (1.1) и сравнить с реше­
нном (2.2) и (2.4). то заметим, что такое упрощение эквивалентно условию 
|<в| <^4.чо. Это условие для пластин с обычной электропроводностью вы­
полняется и принимается в дальнейшем.
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Если же задачу решать при условии пренебрежения соками смещения 
всюду хак п уравнениях (1.1). так и в уравнениях (1.2). то правая часть 
характеристического уравнения (2.4) скалывается равной нулю. Естествен­
но. что для данной задачи такое упрощение не будет приемлемым, так как 
не учитывает взаимодействия пластинки с электромагнитным полем.

3. С целью упрощения выражений (2.2) и. следовательно, характери­
стического уравнения (2 4) берется первый член разложений по 2 для вы­
ражений (2.2). Такое приближение буле, справедливым при условии

Гг1/г I (3.1)

Нетрудно показать, что условие (3.1) выполняется для реальных элск- 
гроироводящих пластин, толщина которых на порядок больше межмолеку- 
\ярных расстояний и при ограничении 1. принятом в теории колеба­

ний пластин. В этом смысле можно считать, что условие (3 I) согласуется 
усл свием 1. использованным при получении правой части уравнения 

движения пластинки (1.5).
В приближения (3.1). а также при пренебрежении токами смещения 

по сравнению с гокамя проводимости выражения (2.2) принимают вид

4-з/-ч.Л м ехр (Л - ±) 
со

/с'.','- ‘ //о^о <?хр (А а) (3.2)
СТО

4-ли»АА .
4- = • ՝ ֊/^-м^ехр \,(А ч-г)

со

С = 4.т5*г0А » /<•«

Харахтсри. гичеекое уравнение (2.4) приводится к виду

Ок1
С "О

(3.3)

Интересно отметить, что. несмотря на приближение (3.1). при а->-оо 
уравнение (3.3) совпадает с уравнением (2.5).

Принимая дополнительно условие ЛгЭ>ог/с2, уравнение (3.3) приведем 
х следующему безразмерному виду:

6;| । х (1 • 3) &г & 0 (3.4)

где

2’ 2*’, 
0 ’ 2?А

Н1 Аг.-ЛЬ
А-^.-кЬ1 *

Численные результаты показывают, что частота колебаний пластинки
(1гп0) при а>1 что заведомо выполняется для хорошо проводящих мате­
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риалов, слабо зависит от а и ее можно вычислить для случая а-’֊оо(а֊^оо). 
Коэффициент затухания (—РеО) с увеличением напряженности магнитно­
го поля (с увеличением |3) увеличивается, достигая максимума при опре­
деленном значении |л затем уменьшается и в пределе стремится к нулю 
при В-'-'Эо. В табл. 1 приводятся некоторые значения безразмерных коэф­
фициентов затухания и частоты колебаний пластинки при 0^1.

Таблице. '

X Е<-0 հո ՛>

0 0 1
0.01 0.01)5 1
0.1 ֊•0.05 0.99<>

!0 -0.0125 0.7074
100 0.707!

оз 0 0.7071

4. Решение задач колебаний пластинки значительно упрощается при­
менением гипотезы магнитоупругости тонких тел [2|. Для частной задачи 
колебаний пластинки в продольном магнитном поле, рассматриваемой в на­
стоящей работе, применение указанных гипотез означает, что. наряду с ги­
потезой Кирхгофа, предполагается неизменность продольной компоненты 
возбужденного электрического ноля по толщине пластинки

Դ И У» О при խ|Հ/յ (4.1)

Используя (4.1) в уравнениях (1.1) и осредняя их по толщине пластин­
ки так, как это делается в [2], получим

Ош __ с_ Л у — Кх 
с о( 4-3 2 Л

- ձ!_ճ 1Ճ3 ( н՝՝1
2 ՜* с \' с 01/

с ծ / /Հ 4- Л՜) _ ^2., _ Հ4> „ հ,Հա՛ 
л.-зОу 2 ) а у' “с ՜ йу-сН

(4-2)

Здесь токи смещения пренебрежены по сравнению с токами про­

водимости, /։х , кх значения компоненты Лл при г ֊ />, подлежа­
щей определению в ходе решения задачи.

Подстановкой (4.2) в (1.5) с учетом (1.6) уравнение движения пла­
стинки приведется к виду

/> ֊֊ + 2?Л — - - —°֊ (/,. _ /,֊ > (4.3)
г?у‘ (№ 4-
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Рассматривая (4.2) и (4.3) совместно < уравнениями электродинамики 
для вакуума и граничными условиями ( 1.3) и (14) и представляя искомыт 
функции в виде (2.1). четко получить решение задачи. Указанное решение 
и точности roB!»<i,iaei с выражениями для компонент электромагнитного по- 
ля (3.2) и характеристическим уравнением (3.3) Это обстоятельство еще 
рал указывает. что гипотеза магни гоуяругосгн гонких тел справедлива ֊.. 
точностью | V՜' | !1 ~ <S I.

В работе |8! пред?ок«ны допущения о характере изменения электро­
магнитного поля а вакууме вблизи от поверхностей пластинки <~±А. ко­
торые в сочетаний с гипотезами ма։ ни .«»упругости тонких тел еще более 
) прощаю. решение задачи млгнн’.оуиругик хслебаний. Эти. допущения для 
данной задачи следующий:

А?’՜ /։՛,՛՛(/;, !' при /?•-..</.՛ >■
ч , (4.4!

Л. — /о՜’ (у. / '< при h — > z —и

<։'(Л ■•) <,’*(*). (֊ h- I)

re / - не:- ■.on.- и характерный размер (« частности, длина riOAVBOABb 
18J).

Исключая компоненту ■•'Л՜ из уравнении ( 1.2). осрсдняя получении! 
уравнения по толщине/. [8] и используя граничные условия (1.3). найдел

•'Аб/ I <>"Л. 1 </'■ «’/г, 1 1 д'/ 45
А А'՜ ՛ ՛■ 1/1 0уй С‘ Ок' :с С1!

Ургйисиия (4.3) совместно с уравнениями (4.2) полностью замыкаю: 
У].-а:.иепи>.՝ зада н՛, м?.'•нитоупругих колебания.

Исключая функцию ф из (4.2) и (4.5). рассматриваемую задачу при 
ведем к решению следующем

2(>А^
ду* (Н՝

0^.1 1

ну- с: д/г

Представляя функции <1 
ляющее час готы колебаний.

1Л'
с-

системы ураниении-

—-Ф, (Ф֊/.<- ЛГ)
4֊

<4.(
2 .• _ Н(, г/"-у с </Ф \

/с ' t (И՜ Znzh (К )

и й киле (2.1) получим уравнение, опреде

2А: -
2-Л«։>՝ - -֊г. . -—5֊-------(4.

Ура֊энение (4.8) совпадает г уравнением (3 3). если принят 
I = V՜1, что при пренебрежении с՜ по сравнению с эквивалентн 

равенству X к ՛.
Таким образом, допущения (4.4) в сочетании с гипотезой магните 

упругости тонких тел приводят к решению системы двух уравнений с дв; 
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мя неизвестными (4.6). где за харакгерный размер Л следует принять яли­
ку полуволны.

Это обстоятельство позволяет решать задачу магнитоупругих колеба­
нии также ял;: пластин с конечными размерами. В этом случае решения 
системы (4.6) должны удовлетворять граничным условиям на горцах пла­
стинки как для прогибай гак и для функции Ф.

В частности. для жестко-защемленного либо шарнирно-опертого края 
мчжио принять Ф~0, так как решение задачи бесконечной пластинки по­
казывает. что компонента h. прямо пропорциональна производной по I.

Рассмотрим для примера колебания пластинки шириной 2а(— 
’֊֊>>:) с Шарнирно-опертыми краями. Длина пластинки произвольна, так как 

Гребани я не зависят от координаты х (цилиндрический изгиб).
Граничные условия принимаются в следующем виде:

«•(а) - w (—л) О» Ф(а) Ф(—а) О
(4.8) 

Р-и'(а)  Q-w (— а)

''/Г Оу-

Система уравнений (4.6) при граничных условиях (4.8) имеет решения 
. ’--дующего вида:

w — w։ (7) sin , ф — ф։ (/) sjn (гп — 1, 2....) (4.9)
а и

Следователь^ . для характерного размера л необходимо принять (/. зави­
сит от длины волны)

/■„, — а:[гп~) (т = 1, 2, ...)

В ՝ом случае уравнение, определяющее частоты колебаний для каждой 
волны при условии <о-/с:<^Лг, приводится к ВИД}

I VU* 7. О (4.10)

где

■ л _ Ai’m , D !m“՝Y alii,___ ~ 4“-shm
Г "" '2yh \ a • ’4r.9yc՝mh *т a‘-4«

Уравнение (4.10) отличается от характеристического уравнения (3.4) 
для бесконечной пластинки тем. что волновые числа (А՜) принимают опре­
деленные дискретные значения.
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ՍԱԼԻ ՏԱՏԱՆՈԻՍՆԱՐԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ и ւ|» ո ւ Ա՛

7'/»աարկվում Լ վերջավոր Լլեկարահադորդականութ յուն ունեցող անվերջ 
սալի տատանումների մադնիսաառաձդա՝կանության խնդիրը երկայնական 
մադնիսական դաշտի աէէկայոէթյան դեւդրում ։ Խնդրի լուծումը բերվում Լ այն 
դեպրի Համար, երբ ալիբհերյւ տարածվում են մադնիոական դաշտի լարվա­
ծության վեկտորին ուդդահտ յար հարթությունում:

(քննարկվում /, մ ադնիսաառաձդականութ յան խնդիրների լուծման համար 
օդաադործվող տարրեր մոտավորությունների մչսւությո:նր: ('երվում է; եղրե~ 
րով հո դա կապ որ են հենված ոայի մ ագնի սաաոաձդական սւաւոան/սմների 
խնդրի յ ածումը:

ON THE VIBRATION PROBLEM FOR AN ELECTROCONDUCTING 
PI.ATE IN THE LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

M. V. BELUBEKIAN

S u in m a г у

The magnetoelastic vibration problem for an infinite plate with 
finite electric conductivity in the presence of the longitudial magnetic 
field is considered. The solution of the problem is given for the case 
where waves propagate in the plane perpendicular to the magnetic 
field vector.

Accuracy of different approximations used in solving magneto­
elastic problems is discussed. The approach to .solving the problem for 
the case of plates with finite dimentions is given.
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