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ОБ УРАВНЕНИЯХ МАГНИТОУПРУГОСТИ 
ТОНКИХ СФЕРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Задача исследования магнитоупругих колебаний электропроводящих 
оболочек в магнитном поле сводится к совместному решению уравнений 
магиитоупругости в области, занимаемой оболочкой, и уравнений электро
динамики для среды, окружающей оболочку, при общих граничных усло
виях на поверхности раздела двух сред и условиях на бесконечности.

Уравнения магнитоупругости состоят из уравнений движения упругой 
среды с учетом сил электромагнитного происхождения и уравнений элек
тродинамики движущейся электропроводной среды.

В общем случае, когда материал оболочки имеет конечную электропро
водность. решение поставленной грсхмервой задачи становится весьма за
труднительным.

В работах [1. 2| на основе решений, получаемых методом асимптоти
ческого интегрирования трехмерных уравнений магнитоупругости, сформу
лированы гипотезы относительно характера изменения электромагнитного 
пиля и упругих перемещений по толщине оболочки.

В настоящей работе на основе этих гипотез трехмерная задача магнн- 
гоупругостм сферических оболочек приводится к двумерной, что суще
ственно облегчает исследпяание вопросов магнитоупругости указанных обо
лочек.

11э основе полученных двумерных уравнений исследуется влияние 
ьлектр-.нроводнос՜ и материала оболочки и интенсивное;н заданного магнит
ного поля иа ха..актер упругих колебании оболочки в случае действия ра
диального магнитного поля.

1. Пусть изотропная замкнутая сферическая оболочка постоянной тол
щины 2^ и радиуса /?, изготовленная из материала с копенной электропро
водностью. находятся в стационарном магнитном поле с заданным векто
ром магнитной ннду։ШНИ.

Принимается, что магнитная и диэлектрическая проницаемости мате
риала оболочки ՛: окружающей среды равны единице.

Упругие и -электромагнитные свойства материала оболочки характери
зуются модулем упругости Е. коэффициентом Пуассона V. плотностью р, 
электропровод« и и>ю о.

Ортогоналоная система координат («„ «». гл.) выбрана так. что сре
динная поверхно ть сферической оболочки отнесена к географическим коор
динатам сс,. «. (а, представляет угол долготы. а? — угол широты), а сс3 на
правлена по нормаль: к срединной поверхности (»риг. 1). Тогда для коэффи
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циентов первой квадратичной формы и для кривизны срединной поверх
ности будем иметь Л։ А2 = A? sin a., Ar, = к2 — К՜ .

Задача решается в предположении, что для среды, окружающей обо
лочку. справедливы уравнения Максвелла для вакуума. 11рнннмается так
же, что влиянием токов смещения на характеристики упругих колебаний 
можно пренебречь.

Фис. I.
Одновременно считается, что задача магнитостатики для невозбужден- 

нрго состояния решена. Известей век гор напряженности Н0(Н,У1, II,..., 11„.) 

во всем пространстве, то есть считается, что //<> удовлетворяет известным 
уравнениям [31

rot Нл 0, div Н$ — 0 (1-1)

и условиям непрерывности на поверхностях оболочки
Принимая возмущения (упругие и электромагнитны«) малыми, после 

линеаризации j силу принятых предположений для рассматриваем«;» зада
чи получим следующие исходные уравнения [2. 4. 5]:

уравнения магнитоупругости в области, занимаемой оболочкой 
(—Л<а,</0

г/ 4п3 1 1
rot h — — е -I----------— X. п»

с с 01
(1.2)

rot е —
1 dh 

с di

4- JL_ А (н,н2-н) - -г'՛-

О!)л О12 <>а3 £<4

- и , <**«» ь> и и 
ор
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— (НЛУУ 4- (Н.Н, + А {Н - у4
01., 0*3 0ъх €>а.

и дН. d’M. 
н'ъ°^ (1.3)

С) 7 . 67^» 627.» 6/7«

дН.—■ = р
<4

֊ RJ^H.,
дГ-

Здесь А и е — соответственно векторы напряженности индуцированно
го магнитного и электрического полей для области, занимаемой оболочкой, 

—♦
£/(«,, и2, а.)— вектор перемещения частиц оболочки, ?е — плотность 
электрических зарядов, Нг = Ах (1 4֊ кхал}, Н.. — Л2 (1 - клл) — коэф

фициенты Ламе, R(Rlt R2, Rt) — силы электромагнитного происхож
дения, которые определяются следующим образом:

R = l/'e+Ld4.XH,)xH, (1.4)
с \ с ot /

уравнения электродинамики для вакуума в областях (—/?<а3<—«, 
«։>Л)

rot Л'е) — 0, div А՝'* = 0
(1-5)

rot <>՛'’—------— > div е'г) =а 0

где А'*՜ и е՛'՛ соответственно векторы напряженности индуцирован
ного магнитного и электрического полей для области вне тела обо
лочки, причем индекс е — 1 относится к области а3 А, а е ~ 2 — к 
области а3 2 А.

Таким образом, трехмерная задача магнитоупругих колебаний сфери
ческой оболочки свелась к совместному интегрированию системы уравнении 
(12). ( 1.3) и ( 1.5), решения которых должны удовлетворять условиям не
прерывности электромагнитного поля на колеблющихся поверхностях обо
лочки. а также условиям затухания возмущений па бесконечности и ограни
ченности а области %■<.—А.

2. Для приведения трехмерных уравнений магнитоупругости сфериче
ской оболочки ( ! 2). ( 1.3) к двумерной принимаются гипотезы магнито- 
упругости тонкчх тел [1.2].
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Согласно этим гипотезам

аЛ ! ч«1 = и- ----- , и2 = у «а = «> (а։, а2, /)
41 дох А2 (Ьп_

«1 =?(«!, «а, /)> е։-= 'И։г ** О, Л,-/(»։, а2, 0 (2֊1'

где « = п(а։, т2, /), у—у(ап /), го :о(я1։ яг, /) искомые пере
мещения срединной поверхности оболочки; у, !> — искомые танген
циальные компоненты индуцированного в оболочке электрического 

поля е(е1։ е։, еа); /- искомая нормальная компонента индуцирован

ного в оболочке магнитного поля А (А։, А3).
На основе принятых гипотез остальные компоненты индуцированного 

в оболочке электромагнитного поля определяются из уравнений (1.2) сле
дующим образом

/ч =
АГ I Ад / 1_ д/_ 

2 ։ 44.
4гз / ды х а д-ы_ 
с- \ 1 д1 4։<Ь.։<>/ а*д։

А: = Аз 4֊ А? , / 1 д/ _ 4г.з \ _ 4-з / <>го « //•«• _ \
2 л* \42 до.2 с ' ) с- \°- (У/ 4.. сп2д1 °3 д( )

«з =
аз 

414.»
д , . \ / л ,\— (А?)֊ —(До) «у?! до..

1 / 1 № \ д-^
— (а.-------------- )----------
41 \ ' 4.. с/х. / до/Н

1 /____1 оа \ й '-щ
42 \ 41 с*Я1 /

_1_
4,4,.

д , . . ди
—-.И.аз)-—
с)з. д1

1 да3 ди , 
4 2 до.2 д(

/ 1 д'՝и 1 д-и \ ди ди
I " ' ' " ” ■ | ■ " / / п ■* - - ■ / I ՛•»
\Агдл2д/ А. Оо^д։ 7 ' д1 ՝"' 01

+ (2.2)
\4, от.^1 4л /

О; Л - Л

а = о..лН^&73----- — ( 4- | 7/У1з(/а3 )

О 0' о

»: Л - А
а. = | Н^с/о3----- Ны(Ь-ъ ( (/=1,2,3)

о 0 0

Индексами плюс и минус отмечены значения соответствующих величии при 
€с- = А и а,=—Л.

При получении (2.2) было учтено условие равенства нулю нормальной 
составляющей плотности тока на поверхностях а,= ±А (так как оболочка 
находится в вакууме).

Подставляя (2.1), (2.2) в уравнения движения оболочки (1.3) и осред- 
няя по толщине, как это делается в теории оболочек [4. 5| (учитывается. 
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что поверхностные силы отсутствуют), с учетом (1.1), получим следующую 
систем) дифференциальных уравнении относительно шести искомых функ
ций («. С’, а», ф. 1?. /):

1

А
. 1 <7/. 1 — у / и__ 1 ,

R Л.&./ 1
-<1

ЗЯ֊’ ел,

О

1 \ 1 1 д
Ч------ а,, ---------------

R //1։И= с д<
֊ (АгО- —(А«)1) ֊ = о (2-3)
<Ь։ <72.. I1 Е ог

ЗЯ3
1 1-у \

R '
О _ . Л1_ (д 4֊ 

3/?*
•/)(А 2) и՝1

1 —V՛՝ о IГ 1 V, л \ I . . (> 
------------- ------------------(А*са) - 6, •>+ ( Ь..
2Е/, с 1!/4։А 07. \ А.2 о՛/..) '

'L(̂  1 и . 1 /_1՝\ д (А.^}

_1_ _у_ (АЛ..)
* ■' /4.. <72.., | О(

>.71։(Л. Л2Эа2/ /1,А;\/1 ։ (Ег А»Отг) Оа,

1
с

I- -Их^)
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1 , 1 1 д .. , . 1 ÔLU pv
4— 6-յ — —շ a.j ՝՜ — (^Հո) —-— ~

c A շ 4։4.w։ A2 Oa^ I dt

ձ 
с

է>Ո -Ւ -
1 Ժ . . . 1 г/с ,, I âw

------------- (Л-с13)------------- = —
AtA: ‘ A, Ժ2յ I

ДА U
*>*T*T"A. Оз

12Ճ| i 2(4AI 'Æ|^ +
A, c ot М։Д։Л4 A. 0i3 J

1 Ծ ; / 1 oNXi 1 (J N и » _1 dw _ [ Ճ-
C 'H | \ A A От. / At Oi, A <^1

1 о A. \ 1 Ov
~i ՛ д Հ ՜. Օյ5 / 7՜ 7Д։Д, <h։ / .4։ </э։

/z ! 1 о A. \ 1 dv к/ 1 AZ 1 à՝w
V" + A,A, Л, а*7А‘”. "Ài՜^՜

(^и+2Уа)_1_^ + /“а± н
/1յ/1յժ2յժշ; УЛря, A3â^/ \Aïôil A3di../

7ГИ—՜77 T՜ 7՜ <Л»ап) -—(At')֊—(Au) —
Ai A? c Ot Ժյ։ Ժյ5 oix аа3 I

PU — _ 0
£ Ժ/5

A Ժ1յ ' c

1 
/։.4,

^(4^) ֊֊(A?
05t di2

Լ-±ճ/.օ
c dt

1 / լ r7u' 
• " 2Â^VJ 77

լ OU
0’ 77

Cj Ô:w \ I 
Дх ժօձժ/ / I

АГ Ai
QA

1 Ժ/ 4ч։з I 1 / , Ov . Ժ«« сэ O'sw \ ! A.՜ — AV
C I r 2 Ar V4 77 Ot .4, 02,0t/\- ?.!:

Здесь поедены обозначения

1 

^A:
— ( Au)+ ՜’ (-zb’։)
01. 01.• •

2w 

R

1 Иммсткя AH AfXiKH. ։;.6i CCP. X’exan.u ? ՜ ՜
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ь h h
cij — ( d?a, dij - \ a, /4i;rfa3, g. -- ^//o.cfaj

— Л — h - Л

>, h h
Sii i tylM.d?.,. а0= I ifiiHnfa Fii,. блЛ/4- —i Hji-^-d^j 

’ • * */v v»3y
— Л — Л — Л

h

Gil = di; c^>i,----- — ( H,t>-—d'/a
.4, J <71/

- л
6

.. ՝ 1 г r, да .
N,i = a„- gMo,7 - — | a3«w — <Лл

'-Л
Л

l<, = w/ + — i ’>«» ֊■ a,; = ։ ■ 2.3)

— 6

где g,։i - символ Кронекера.
5. Для полного определения перемещений и электромагнитного поля ч 

оболочке, как видно из (2.3), необходимо иметь значения компонент инду
цированного магнитного поля на поверхностях, ограничивающих оболочку. 
Поэтому уравнения (2.3) необходимо рассматривать совместно с уравне
ниями Максвелла для вакуума (1.5) при следующих граничных условиях 
на поверх •юсти раздела двух сред:

e'r\— e, h" = /i при сс3 - ± Л (3.1)

I огда задача определения компонент электромагнитного поля в среде, окру
жающей оболочку, приводится к решению уравнений (1.5) с условиям.։ 
(3 И. а также \ч ловлями затухания возмущений на бесконечности в о։5ла- 
сгн и условиями ограниченности В области :1,

Введением потенциальных функций Фп ' посредством

Л11^ — grachbo՜1 (3.2)

определение А՛՝ приводится к решению следующих задач Неймана в 
областях I >-а | > Л

О

оф},"
(3.3)

֊/(7։, t) 
h

Решение задач (3.3) представляется в виде [6|

?г.

Фо
2. |п 1 г1~ И COS&Q

г։ 1 — cos 0о
/(;, f,, /) sin \d\d /։ (3.4)

о
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< = ЛгА [ 1 |П 1 + г;-ъсоя00 |/(;> Т1> 0 ։.п (3 5)
0 0

где

Г{ = 1 — 1 ~ 2\ 1 с°5 б(|. 4=14 7? — 27а СО8 %

СО.Ч 0л - СОЯ ; СОЯ х։ — 51В ; 81П Хх СОЯ (■< — \>)

1 ֊ аа/Я

1 А/Я
1 4- Яд/А*
I —А/А

Из (3.2) в силу (3.4) и (3.5) найдем

где

/4__ АГ _ААА’
2 А А А1д֊х1

1п-!п .АЛА'
2А Н А9дл,

(3.6)

/(;, т„ /) я*:п ; <Г,(1 \

г~ — '2 (1 — сок 0о)

Подставляя (3.6) в систему (2.3). получим замкнутую систему уравне
ний относительно искомых функций («, V, <|, ф. /) задачи. Таким обра
зом, трехмерная задача магнитоупругости сферической оболочки свелась к 
решению двумерной системы сингулярных интегро-дифференциальных урав
нений.

4. Рассмотрим задачу магнитоуиругих колебаний замкнутой сфериче

ской оболочки в неоднородном магнитном иоле /Л(сс։). вектор напряженно
сти которого перпендикулярен к недеформировдниой срединной повсрхн-- 

сги. Пока оболочка находится в невозмущенном состоянии, вектор Н^, ха
рактеризующий невозмущенное магнитное поле, определяется следующим 
образом:

Н. •• 
----------------

(1
(4.1)

удовлетворяющим уравнениям магнитостатики (1.1).
Здесь /7„ — величина вектора напряженности магнитного поля на сре

динной поверхности (а;—0), Я- — единичный вектор в направлении коор
динатной линии аз.

Подставляя (3.6). (4.1) в уравнения движения оболочки (2.3) и пре
небрегая тангенциальными составляющими сил инерции, получим полную 
систему разрешающих сингулярных интегро-дифференциальных уравнений 
относительно шести искомых функций (//. г. Д', ф, ф, /)
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-------------------- (А । 2) гр 
ЗЕ3дтх 

, (1 — ч՝):На

Ес

֊(1֊
1 д/ 1

А., От.. R

и 1 ди՝

՝. R Аг

I рЛ
А дт-..

А-.1 д
ЗЕ30т.{

//0 (/ / Е 1
с о/ ' ЗА А №.

/1 X 1 д/

с а1 \ ЗА А.: 6т

--■О

V 1 Оы

R \ R А..

(1 - у*) зНп 1 Оги ՝

Ес
- О

А-д

ЗЕ2 R
֊1^+ ։ 1-2)--
ЭЛ 

(1 у=) зЛ£я5 э ч 
—ЗЁ^—

Р(1-
Е

д։ы +
де

(4.2)

1 — (И..,)
ДА •

^А"/=о
с д{

1 <7/ 4п 
с

1 о/ 4՞
А.,дтл с

: А 
с (Л I Л

R 1 дГ

/? А
= 0

+А±^’ = оЛ А'А
Решения приведенных уравнений должны удовлетворять 

прерывности и однозначности на сфере.
Приведем основные уравнения задачи к удобному виду, 

целью функции Ф (

условиям не-

Вводя с этой
я5, Х-, 0 и Ф'(’1> Зг> '> пососдством

ф
/1։А

/֊(А?)
<7а։

^/1,4

4' х -1
А/г

Г(/1 ֊И/Ч 

(7йл

(4.3)

из уравнений (- _) после некоторых преобразований получим систему урав
нений относительно (0, /, и՝. Ф, '1՛՜. / )

(Д +1-7)0 1

R \ЗА:
Л* . .—■ А — 1 — у (Д ?-2)

Лн^1.

(-£-4-
\ЗА5

ч*
с д/ \ А’

1---------и՝
ЗЕ2

(4.4)

R
-----(А — 1 — у) (Д — 2) ш —
ЗА*

1 о:и՝ -К'Нп д _ 
^"3?՜ Ь 3֊,с,с1К'дГ



Об урапиениях магнитоупругост։։ гонких сферических оболочек 37

ДЧ‘ _ !^= + * +Л, _ о
С3 <?/ Л СЯ (Нй \ Л? /

(Д- 2) / = 0. Ф —°~ = о, •Г}-1-^=0 (4.5)

У <74“\, = 0
<~0

с 01 с д!

где с0 - [£/•>(] ■ - скорость звука в материале оболочки

2։
֊1 
2-?

о

1 .
— <п
2

՛„ I) з։п

Любопытно эт.метить, что в силу (4.3) для определения (0. и.՛, ՝Г) по
лучили систему (4.4), не содержащую остальные неизвестные функции 
(X. 4’, /), которые должны определяться из системы (4.5).

Решения уравнении (4.4) пред։ ,'лвим в виде разложения

ФСч. а». о - <-хр (о)0 У <Л(5;. •»«)
я-1

(4.6)
(2'1 ( . (^«л соз к 2 г Век з։п Ак?) (соз ?.)

к-о

где 0 любая из функций (0, ха, ՝!'), <м частота колебаний, Х1„^ и 
Впк — коэффициенты Фурье, определяемые формулами

22) /71 (сох 7։) соз Авозт

(соз 7։) 32П Аа._. зт

2 при
1 при

г.4, . м ,чЛ2б/‘Жх)
I ֊ (1 ֊ Л'՜) ---------у-

1
7тН՜ “7К*7“ 01 полиномы Лежандра.
2 п! <!х

Подставляя (4.6) в систему уравнений (4.4). для определения частоты 
колебаний получим следующее характеристическое уравнение: У

(4.7)
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где

-о Д>- - /,г2О2<7о=1, 9։ -ДГ/— Зс2„А։ г 1 ,|| ” ('л 2)0,1 1

6Я։(1 + V)

ЗОпг(/„- 1 } V) №1«-2)

/Л Ас -- п(п + 1)

/֊, R /О 1 ч 4“ = Л [/.{- I „ -|- —— (2п 1), "0 • -,0
2 А с

л _ А/о да 7 л ,2 л -
Д = -.-֊- > >% — ---- ’ ---  — /> ‘ — --------------

1> <2„ £ 3/?2(1 -Ь

& = , 1+г8°՞ 1)8
-'я 7о^Сл"

Здесь у.. — удельный вес материала оболочки. £ — ускорение силы тяжести, 
12<. — частота собственных колебании сферической оболочки в вакууме при 
отсутствии магнитного поля, безразмерные параметры <У0 и |3„ характеризу
ют электропроводность материала оболочки и напряженность внешнего 
магнитного поля соответственно, У.\ скорость распространения электро
магнитных волн Алырвена.

При п I уравнение (4.7) становится квадратным и имеет решение

м = -4(1- |Т^7) (4.8)

где

" /ДАс \ + I -г՛*/ 1 • Зс֊(1 -Ч

1 ; Г*

Из (4.8) следует, 
тельный характер 
баянй.

Приведем чи< генный анализ зависимости характеристик колебаний 
(частоты колебаний и коэффикиента затухания) от напряженности внешне
го магнитного поля и олектронроводн«ти материала оболочки при 
=0.01, п-1,2, 3.4.

Результаты численных решений уравнении (4.7) и (4.8) для медной 
оболочки призе лены на фиг. 2. 3, а для цинковой оболочки на фиг. 4, 5.

На этих фигурах представлены графики зависимости частоты упругих 
колебаний (1пк>1.) и коэффициента затухания (Ие(Ог) от параметра

и^гс" \ 1 — х/ Зсл’(1 ՝А|

что если х7> I. го затухание возмущений имеет колеба- 
В противном случае возмущения затухают без коле-
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• 10Ид/йо (аи ~ скорость звука в случае медной оболочки),, харак
теризующего напряженность заданного магнитного ноля.

Фиг. 2 и 4 показывают, что при возрастании напряженности магнитно
го поля частота колебаний вначале увеличивается, достигая максимума.
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после чего начинает уменьшаться я принимает значение нуль для опреде
ленного р. Значение р. при котором 1ш(ш.)=0. монотонно уменьшается 
при возрастании п (л—число воли по направлению (Х|).

Имея в виду, что при о֊0 1П№- 1 (или нулю при п=1) и сравни» 
■вая фиг. 2 и 4.заключаем. 1то частота колебаний как функция от электро
проводности материала оболочки может принимать максимальное значение 
в интервале (0<Со<2®э) Причем расположение точки максимума суще
ственно зависят от напряженности магнитного поля и от числа волн П.

Кривые, приведенные на фиг. 3 и 5. показывают, что зависимость коэф
фициента затухания (йеш;) от напряженности заданного магнитного поля 
и электропроводности материала оболочки также имеет экстремальный ха
рактер.

Институт механики АН
Армянской ССР Посгуиил.1 4 VI 1976

Դ. Ь. ՈԱՂԴԱԱ1Ա’5ԱՆ. «I ճ ՈԿՐՏՉՅԱՆ

ԲԱՐԱԿ ԳՆԴԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 1րԱԴՆԻ11Ա- 
Ա1ՒԱԼ»ԴԱԿԱՆ1||'Ր-?.ԱՆ ճԱՎԱՍԱՐՈ 1’1Ո.1յՐԻ 1ՈԱ1ՒՆ

11. մ փ и փ и I մ

1Լ<ի»ատանրում րարակ մարմինների մ աղնիսաարէաձւյականության հիպո* 
//և ղն է։ ր ի Հիման վրա ղՆւյսւյին թաղանթների մաղնիսաաոաձղականությւււն 
եռաչափ իէնղիրր րերվոէմ Լ երկչափի. որր (աոյես Հեչ ւո այյնու մ Լ նշված 
11 ա ղ ա ն թ ների մա ղնի ս ա ա ո աձ ղու կ անո ւթյ ա և •' ար քք երի ու IIում ն ա սիր ու թ յւս նր I

Ստացված Հավասարումների ՛իման վրա • ետաղոտվում I, տւիա} մւա/- 
նիոական ղաշտի ինտենսիվության և թաղանթի նյութի աղււր><ա1քա)ււււք1 յան
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աղղհցությունր թաղանթի աոաձղական tn աա ան ամն եր ի րնուլթի Հք"" • ^’I'P 
մ ա ղն ի ո ա 1/ ան ղաշտի լարվածութ յան վ եկա որր ուղղված Լ թաղանթի միջին 
մ ակհրեոէ ւթ ի նորմ ալով է
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ON EQUATIONS OF MAGNE'i OELASTICITV 
OF THIN SPHERICAL SHELLS

G. E. BAGDAS ARIAN. 1* iK<TCH: \N

5 ii n: n: a • v

On the basis of hypot«? •: <ii thin body in gneioelasticity the 
three-dimensional problem o'' :r. :gnete-mstu-.ltv of xp'ic :a! «.hells is 

■ ic i to a two- isi > . J < ne. t,Wi I toll . . Ing •՛՛- ...Ml'՛-. th? fn- 
vesiigatioi: of Ike n.i'.ueloeL.siiclIy ]՝• .4c i< >f shells under con
sider ^tibn.

By means of the two-dimensional equations obtained the influence 
of both the shell material's t'ecli cvovductivit ..nJ the given magnetic 
field intensity upon the mode of elastic vibration of the shell is stu
died for the case of thi • ..dial magnetic field effect.
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