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КРУГОВОЙ ДИСК С РАДИАЛЬНЫМ РАЗРЕЗОМ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ СИЛ

Рассматривается плоская задача для круговой области с радиальным 
разрезом. Считается, что на контуре /., приложены две взаимно уравнове
шивающиеся силы Р, а кромки радиального разреза свободны от нагрузки 
(фиг. I). Решение задачи сведено к бесконечной системе линейных алге
браических уравнений и к рекуррентным соотношениям. Доказывается ква- 
зи-вполне регулярность бесконечных систем. Определены коэффициенты 
интенсивности напряжений у вершин разреза I 1роиэведены числовые рас
четы.

Фиг. 1.

1. Решение задачи выражается аналитическими функциями <р2(2) и 
ф..(г) в рассматриваемой области при следующих граничных условиях [1|:

Ъ (/) -Ь /?,(/)+ Г(7Г=/(П + С на £х

?։(0 4֊/?Ж+ М0 =0 н-‘
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։де /(։)~0 па дуге правой полуокружности и /(/) = /•' па дуге левой полу
окружности, /(/) изменяется скачком при переходе через точки приложе
ния сосредоточенных сил /}: С постоянная, подлежащая определению.

Аналитические функции <( (<) и ф.(2 *) отыскиваются в виде

2. На /..( контурные значения ф։(0 и ф։(0 выразим через вспомога
тельную функцию <■)(/) [2| в виде

го(-՝ г

П-1)

Н.2)

Функции <|.(<) п ф,(<) определяют решение задачи для сплошного 
диска под действием сосредоточенных сил. а ц ,(*) и ф.(<)— аналитиче
ские функции, которые находятся из граничных условий

(<) 4֊ /?) (О 9Д/)-Сна/-, (1.3)

©х(0 + ^(0 - ?։(/) = — /'(/) на £, (1.4)

где

- /?0(П I- ?о(0 на (1.5)

Из [ 1 ] имеем

Выбранные ветви многозначных функций (1.6) и (1.7) при £</? пред
ставляются в виде

Р 00 1 / - \5*՜* Р' РЛ Д-+4 <1-8>•* £к — I 1\ / /

Выражение ( 1.5), с использованш-.м ( 1.8) и ( 1.9), приводится к виду
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■?1 (/) = ..,(/) у С2.1»

?,(() = -“-«) Г»'«) + -у <1 2 '2>

1 Г ‘»(О 4- />•/(/) 
= пт----- -------------------------- <7/

^'2՜/'.’ ( 2

2*

Пр»։ этим <и(г) представляется в виде комплексного ряда Фурье

••>(/) " «I (2.3)
к -1

в Ьк искомые коэффициенты (действительные числа вследствие
симметрии задачи относительно оси ОХ).

Для установления формулы перехода от функции ш(») к функция 
Ч ।(<■) выражение (2.1) запишем в виде

Введем, далее, функцию <| (’), голоморфную вне /.... по условию

, .. 1 Г •՛>(/) ^ С 1
Г! (/) 11П1 -—֊ I-------------- — ֊ — пт -----------  ( ------------«2г;3 ։ 2 2 ->г2н/3 /-г

1.1 
изнутри извне

,■ V 1 / I'2 (0 <1191(г) 2.;] (֊֊/ - внутри

т (г) /-1
1 !>(/)<//

2-/} (-г 
Д։

вне

(2.4)

Из (2.2) имеем

,։(/) + ПтД [-■■■«)+'■■>'«) С = 
=-'2~/ / — г 2

£| 
изнутри

Введем голоморфную вне /-_• функцию ф(г)

извне

2

2 Известия АН Армянской ССР, Механика № 5

внутри

вне 1..2

(2.5)
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Используя (2.3). из формул (2.4) и (2.5) получаем

СС / г \* С
?1(^=?(г)4- (2-6)

*=։ X к/ л

. \ к '՜1՜ / к - 2 С2.,^)- +-£■ В.7>

Граничное условие (1.4). с учетом (2.6) и (2.7). приводится к виду

?(0 4-/<(0+ ?(0=А(0 (2.8)
где

30 /7 \* °° /Г\*՜2+2ь&)+^а
Равенство (2.8) представляет собой граничное условие первой основ

ной задачи для бесконечной односвязной области с прямолинейным разре
зом но оси ОХ. Таким образом, определение функций ср(г) и ф(г) сводит
ся к решению вспомогательной задачи, соответствующей граничному усло
вию (2.8).

3. 11рямолннейный разрез по оси ОХ будем рассматривать как пре
дельный случай эллипса. Для решения вспомогательной задачи отобразил։ 
внешность эллипса на внешность единичной окружности посредством из
вестной функции [1]

Ли г и и - .= ՛ т = ------ - (а и Ь — полуоси эллипса).
2 а 4-6

11ри т = 1 эллипс обращается в радиальный разрез.
Подставив (3.1) при ~ з = е"՜' в (2.8), получаем граничное усло

вие на окружности |ч| - 1

?(=)4-—и/1 е + <©=/(’) (3.2) 
3 1 — /из* /4(1— тэ՝)

Пользуясь известным методом Н. И. Мусхелишвили [1, решения пло
ской задачи для бесконечной плоскости с эллиптическим отверстием, полу
чаем выражения для функций <| (£) и ф(£). голоморфных вне единичной 
окружности [£| = 1 Преобразовав эти выражения при Ш = 1. получаем

ОО
в С) = У, (А 4-Я.)

*-։
(3-3)
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(3.4)-

Из выражения (3.4) на плоскости ֊ получается зависимость

*(*) = ?(*) 2?'и) 13.5)

4. Выражения функций (2.6) и (2.7) содержат неизвестные коэффи
циенты ик и 5*. Из выражений (2.1), (2.2), (2.6), (2-7), с учетом (2.3). 
на контуре Д։ следует

?(/) = 2>(֊) и՛1)՛

•И/) = ֊ У <*/—V \- УкЬ.(^) ‘ (4.2)
л-| ՝ ' / Гз \ ' 7

Приравнивая правые части выражений (4.2) и (3.5). с учетом (4.1). 
получаем рекуррентные соотношения

а., = - 36..

а. --(^֊2)б4-2-(А'֊Ь1)6А (при /< = 3, 4, ...) (4.3)֊

В выражении (3.3). заменяя £ на 2. согласно (3.1). по формуле

аналогично [3], получаем при ;г| 2>е֊г«

Приравнивая правые части выражений (4.1) и (4.4). на контуре 
имеем функциональное уравнение, из которого, приравнивая коэффициен
ты при одинаковых степенях /, получается бесконечная система линейных 
алгебраических уравнений относительно и Ьк

где

6* = (А'= 1,2,...) (4.5)
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”, (-1)‘(24֊2)!е?* 1 
£>2Л-։

Р-2֊Г| /А֊у
.£ V (-Пй2^еп у _____ \ еЧ__________
/<е4 |^з> R® & (2к 2/-ч !)’/!(/ •■ V 4-1)!

(4.6)

а выражения А и уА'-՝, совпадают с соответствующими выражениями, 
приведенным։' в работе [3].

5 Решение задачи свелось к определению неизвестных коэффициентов 
из бесконечных систем (4.3) и (4.5). Отметим, что эти уравнения анало
гичны бесконечным системам уравнений. полученных ранее в работе 13|, 
где доказана их квазнвтюлпе регулярность. Различны только свободные 
’.•лены уравнена։՜։

Можно показать. что яри условии

В-, < В/ —— ) (при ** = 1, 2, 3, ...) 
\ А’ е/

(5.1)

гд( В — ограниченная сверху величина при —— 1, доказательство
R— е

регулярное : и урЗ;пбеи.цй (4.>) и (4.5) аналогично принсденному п работе 
3|. Покажем, -ю условие (5.1) 1:мсет место. В выражении (4.6), изменив 

и рядок суммирования, получаем
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в = Р_ (А у 2 у ( ?) у (-1)*(2&-2)!еа-‘ 

Де' »-։)!

у (е- ) у ( - 1)^ (24 Ще**՜1

Л /! (» + /)! «,‘"|(24-2?-»-1)!

R՜“ т - 2/ ֊ ■՛)!

/А=\<
е_ ", иД „ _ (-1/24!,-ц
/г Д ՛■ ։ <1 + ■> -1)! 4_.и . ^^ -‘21 ■< ■ 1)!

г|2 |

А- ", (ч-) " (-1)*2Цйг*

R? ֊> м)! -;...й։‘да-й-,-1)1
А- * »• I Т՜ ՝

Рассмотрим неравенство

у < 1)*(2^-2)!е“՜’ 
.-„<!(■< I да ֊ \й֊ 2(--у-1)!

* ‘ I .. I

(5.2)

(2к 2)!
֊., (2У> 2/֊7֊1)!\

(5.3)

Учитывая

" С21с ֊ 21! / е у1'--'' -՝ (2/֊^1)! 
у (2Г2/-Ч 1)!Ы Д֊^)՜՜'՜

+-т R'

при

и преобразуя правую часгь неравенства (5.3). получаем
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/4: V
\г) “ (- 1)>(2^—2) !ег>՜'

т. \ е) -,֊!(М ,')! 4>х։./?“-'(24 -2г—•»—!)!

Р / а V ~ (2/4֊՝'֊ 1)! Г Д= с
(----------- ) х,-------------------при — < 1

т. \ Р-е ) /!(у4֊/)!2՝ [(/е е)5 Р '

Аналогичные неравенства получаются для остальных сумм, входящих 
г (5.2). Следовательно. имеем

(I
Р — е

(5.4)

। де

2? Р >2 у О*-Ьу + 1)! А2 ‘
Г. I /!(•/+0!2՝ (Я-е)’

4 Л? у (2'- А' 1' -~Р-е .у0 2’С>4֊/)!2' (/?֊е)։]

е " (27 -Р >)! Л» !•
/?֊е ^/!(^/)!2’ (Я-е)2|

А։ (2/4- у 4-1)! [ А- 
(Л-е)֊|^7!(/4֊у4֊1)12Ч(К-е)г

у (2/4 у-1)! .4= '1
^/.’(/ч у֊1)!2- (Р֊еУ (

Рассмотрим разность

^(2/4-у 1)! Г А՞֊ 1« ” [27-г (у 4-1) — 1Н
"о /!(’*4-/)!2ч (/?-е)։1 7![(у-( 1) • /1!2^։

(5.5)

Л- у

огкуда

-А— Ъ_—2£±1__|>0
- /!(у /)!2՛ |(/?֊е): | 2(>4-/ | П Г

(5.6)

Так как разность (5.6) всегда положительна, то имеем

2 ,-01(^- е)2|/!(74֊1)!
А2 »(2/ - у- 1)!

(/< - е)2 /!(у — /)!2'
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аналогично

В^> I) (при * — 1, 2, ...) (5.7)

где

у 2/1 А՜ ГИ £>;•(/4-1)! (/? е)г

R _ ~ (2/֊г 1)!
2(Я е) ££/!(/+1)!

л2 
(Я-е)2

1 е ^(2Н1)! # И
2 R -е ^{1/!(/4-1)! (/?֊е)2|

1 Л2 * (2/4-2)! Л3 V
2 (* е)2 ДМ(<+2)1 (#֊<

1 ч֊, 2/! А՜ 1'1
2 Н. /! /! (R — е)" I

(5.8)

Величина В ограничена сверху при — -— <4 • Сходимость рядов в вы- 
/<—е

раженни (5.8) вытекает из признака Даламбера. Неравенство (5.4). с уче
том (5.7), можем заменить неравенством

о

R — ?.

что совпадает с условием (5.1).

6. Напряжения и т։у находятся из формул [11 

3-» 4՜ =2[<?2(г) 4- ?г (г) |

■у— ;г • 2/'^ — 2 [г?2 (г ) ?э(~)]

Напряжения в окрестности концов радиального разреза представляют
ся в виде

=,=-АЧ 0,(0)
I 5

֊ ֊^4֊ ^.(0) 
I 5

где §—расстояние рассматриваемом точки но осп ОХ до вершины разреза.
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О', (0) и (/.. (0) ограниченные величины.
Приведены опоры напряжений для случая ра за длины 2а 0.4А* 

при положении центра ралреза с 0. с 0.1 /<*. г 0.2 R. с 0 4 R (фиг 
2. к 4. 5).

t
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фиг. 5.

Сравнение получ-иных результатов с резуль га гами задачи для сплош
ного диска под действием сосредоточенных сил показывает, что наличие 
разреза в диске приводит к качественному изменению характера распред - 
ления по оси ОХ напряжений и Величины коэффициентов интенсив
ности напряжений приведены в таблице 1.
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Тггол ица /

Наим.
вершины

Значение аксц.снтрие.итета

» ° е- 0.1/? «=0.2/? с=0.3Я

Лева я 0.3067.Ճ 0.314— 0.3086ճ- 0.289 ֊4

Прпиан 0.3067.Շ 0.2S5-C 0.254 — 0.215 4

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса Поступила 29 111 1976

0. 1Г. 11ԱՊՈՆՋ4ԱՆ. Ռ. Լ. ԷՆՏԻԱՋՅԱն

ՇԱՌԱՎ'ԼԱ51»Ն ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ ԿԼՈՐ ՍԿԱՎԱ1>ԱԿ|.»
ԿԵՆՏՐՈՆԱՅՎԱԾ Ո1’ԺեՐ1’ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Գիտարկվէէէմ Լ առաձգական ութ յս/ն տե սա թ յան հարթ խնդիրր շառավդա֊ 
յի՚ս կտրվածքով կ[!՝ր տիրույթի համարէ

Համարվում է, որ արտաքին եղրադծի 'էրա կիրառված են երկու փոէսա- 
դարձ հավասարակշռված ուժեր, իսկ շաոտվղա էին կտրվածքի եղրերր ադաւո 
են բեռից: Խնդրի լուծումր բերվում /, հանրահաշվական գծային հավասարում- 
ների անվերջ սիստեմների և ոեկուրենտ առնչությունների: Ապացուցվում / 
անվերջ սիստեմների քվ՛ագի - (ի ովէին ո ե դույչա ր ութ յո ։ն ր : // րոշվ ած Լ շարում
ների ինտենսիվ ութ յան գործակիցներէ կտրվածքի ծ այրերում։

Կատարված Է թվային հաշվարկ;

CIRCULAR DISC WITH A RADIAL SLIT UNDER THE EFFECT 
OF CONCENTRATED FORCES

<). M. SAPONJIAN, It L. ENF1AJ1AN

S u in tn ary

The plane problem in the theory of elasticity for a circular region 
with a radial slit is considered. Twp mutually balanced forces are as
sumed to be applied to the outer contour while the borders of the 
radial slit arc load-free. The solution of the problem is reduced to an 
infinite system of linear algebraic equations and recurrent relations. 
A quasi-regularity of the infinite systems is proved. The coefficients 
of stress intensities near the slit’s tops are determined. Numerical 
calculations are performed.
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