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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА О КОНТАКТЕ МЕЖДУ ДВУМЯ 
СЛОЯМИ ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ С УЧЕТОМ

ТРЕНИЯ МЕЖДУ СЛОЯМИ

Введение

При осесимметричном сжатии двух изотропных слоев из различных 
материалов, не связанных друг с другом по поверхностям касания, давле­
ние от одного слоя к другому передается по некоторым круговым или коль­
цевым областям, размеры которых неизвестны и должны быть определены. 
При этом между слоями, кроме контактного давления, возникает также и 
контактное трение*.

В данной работе осесимметричная сжимающая нагрузка берется таким 
образом, что образуется контактная область в виде круга. Допускается, что 
под действием сжимающей нагрузки контактирующие слои по контактным 
поверхностям могут полностью сцепляться. Однако, на краевой окружно­
сти области контакта напряжения особенностей не должны иметь, н эти 
условия будут использованы при определении радиуса области контакта.

Решение задачи строится при помощи бигар.монической функции 
А. Лява, которая берется в виде интеграла Ханкеля.

После удовлетворения граничных условий и условий к-ин такта реше­
ние задачи сводится к рассмотрению системы парных интегральных уравне­
ний, содержащих функции Бесселя. Выражая функции интегрирования че­
рез функции, определяющие контактные давление и трение, системы пар­
ных уравнений сводятся к системе сингулярных интегральных уравнений 
второго рода. Далее, пользуясь многочленами Якоби, решение системы 
сингулярных интегральных уравнений сводится к бесконечной системе ли­
нейных алгебраических уравнений, которая квазивполие регулярна.

Отметим еще. что различные задачи о контакте нс связанных друг с 
другом упругих тел с определением неизвестных зон контакта и напряжен­
ного состояния, были рассмотрены в работах ! 1—31]. Однако, следует ска­
зать, что во всех этих работах трение между контактирующим։։ телами не 
учитывалось.

§ 1. Постановка и интегральные уравнения задачи

При сжатии двух слоев из различных материалов сжимающая нагруз­
ка берется таким образом, что образуется область контакта в виде круга

Работа доложена ил IV Всесоюзном съезде по теоретической и прикладной меха­
нике в Киеве в мае месяце 1976 голо.
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(фиг. 1) с радиусом Ь. В дальнейшем все величины, относящиеся к верхне­
му слою, будем отмечать индексом I. а к нижнему слою индексом 2.

1 раннчныс условия я условия контакта слоев можно записывать в виде

и:

О'- 1. 2)

Фиг. I.

где }>(г) и |7(' ) — контактные 
Функцию А. Ляпа ищем в

Ч?(л ^)«=0 

(О г < х ) г, = /р 22 = — /2

О) = р<г) <1.1)

। о (ь <г<^)

-ичг 0)=|<7(г) (0<г<6)
,г I о (6<г<*>) 

а?>(п ։0) я«>(г, 0)
(0 /■ <Г 6)

<п(г, 0) = м։г>(г, 0) 

нормальное и касательное напряжения, 
виде

Ф(г^) = Ф/(г, г) (/=1,2) (1.2)

где

Ф, (г, д) ֊ Г, Г -Г I А- (*) БЙ 4 В։ (р) ей «5 —

- С, (*••) г-г яй '.»г - /Л (р) !*•? ей у-с | /с(«г) с.':՛ (1.3)

Здесь А(л՛)—функция Бесселя первого рода с действительным аргумен­
том.

Пользуясь известными формулами и соотношениями ( 1.2) и ( I 3). ком­
поненты напряжения и перемещения выразим интегралами Ханксля.

Далее, удовлетворив условиям (1.1). решение задачи приводим к 
системе парных интегральных уравнений относительно функций интегриро­
вания или же к системе сингулярных интегральных уравнений относитель­
но неизвестных функций р(г) я ։/(г).

Полученная система интегральных уравнений преобразуется следую­
щим образом.

Пользуясь известными интегральными представлениями

Л (11 2*)

I 
г Г.,м - 2_ Г_£О5 ихс/х

<1

2 .’.г $1 п ух с/х
т,1 ,՝ |/ I- - х‘ 

и
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будем иметь
ь л
\ Ц) 7'1 (!^) = ^ ($) с0$ !-*$։/-<

'■ <'

6 6
^7 ^).А(:։') ( '•($) $«п

о

где введены обозначения

л

X

Если известны функции <?(֊$) и т($Л напряжения /?(г) и я(г) опреде­
лятся из ( 1.4) использованием формул обращения Абеля.

1 аким образом, перейдя в системе интегральных уравнений относитель­
но функций р(г) и С}(г) к функциям п(л՝) и т(х) И продолжив функции 
о(л) и т(х) на отрицательную область значений аргумента | 32. 33]. при­
чем, первую—четным образом, а вторую—нечетным

= (*)~ =(֊$). -($)=֊^ «)

систему интегральных уравнений приведем к следующему виду:

՛՛ Ь

™ ? 5 — ( .!
й 6

ь

I 2 К. (я, I) - О

- А

А *
’(’) 4[тгт՜՜2 Й։<* ,)'0)л ՛ 

— 6 —6

I,
+ 2 | £,(<;, ;)з(/)Л- 1/(5) +&=0

-6

При этом используются также формулы обращения Абеля.
В уравнения.^ (1.6) и (17) введены следующие обозначения:

^*1 (1 
' 6'.Д1 - 2^) - 6\ (1 - 2у2)

. 6,(1 2у1)л;-6;(1-2уа)г;.

2|6\(1֊уг)^61(1 -У2)]

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)



Ciri) SOO
֊ 7^

(7.140 s/ri F 7»l »I«) (»)։»

u
- 'i՝> -.ms t C(i + l7)^ 

C/nip’/^ 4-։/u։{s)(?.)։D 7 J z

Ciri) J/;« “ *։ls .
u։s >; Ms ■/.; W Lo ’ -

0
№ —'7''.-.Hs I (It1^

^qs>;(,i)֊n J z ֊ (s)/7

(ai01’i) tlpSlJ SOO /ii SOO

;/5" - ..ms

. 5

0
;*([ • T7)^5

T
= (/ ‘s)*y

Uori) ilps-u SOO ]i\ UJS

■

0

I----- i---  = 0 ■։)'%

upsrJ u։s /?. u«S
?/;’» — 7T‘ r.Ms 

£
7-֊֊^։ + (:rt 3-1)y

Cori) ujs soo
♦/^ — 7^ ?l*

a
b.rl —’/>).us , 1 C (l ֊0^2 , . ., 
ai , , ” ‘7------- z------= U •’) 'X

ziz՝' I-J i

HBdrxvj^j 9 g 'HKKedgy ։y -g
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°։

GO ֊ | rf.(r) J0(^r)dr 

r7
(/= 1, 2)

6'е(1- М

б\(1 v2)

(1.12)

(1.13)

§ 2. Сведение системы интегральных уравнений к бесконечным систе­
мам линейных уравнений

Умножив уравнение (1.6) на i и складывая полученное выражение 
с (I.7), получим следующее интегральное уравнение относительно ком­
плекснозначной функции <| (л)

л ь
?(։)+lll!i>*. Г^(։> x)-,7f,(S> ։||(?м + йх))л-;

1ТЛ J s — X J
֊6 -!>

A

+ [K.(s, x) + iKa(s, x)lhW- f(x)]tfx —JV(s) = 0 (2.1)

-z.
(— b < 5 < b)

где введены обозначения

?te) = + (2.2)

Л'(*)■=- Их)֊ /4Z(x)֊H (2.3)

Решение уравнения (2.1) ищем в виде ряда ио многочленам Якоби 
[33-361 и пользуемся известным соотношением для многочленов Якоби 
133—39]

«,(х)РЙ֊’Л--- (х) + (’ W Р'^'Л' -1' 'Д1 dg -----

* ՝, у֊*

- —1------Л ‘Г1-՜-1 ’'”(х) (2.4)

2 sin

(/п = 1, 2....); I Re-; |< 1/2 
где

.о.,.|(х) ֊ (1 х);-’'2(1 -х)-т-Н2

Отметим, что соотношение (2.4) может быть получено на основе из­
вестных функциональных соотношений для многочленов Якс*бн.

Для выбора соответствующих параметров для решения уравнения (2.1) 
соотношение (2.4) согласуется с уравнением (2-1) и параметр у определяет­
ся из условия

tg -у = — /6 (2.5)
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Далее, произведя замену у-^ /х. получим

1b т.7. = Ö (2.6)

1 л u г. 1 , 1+& 1, G։ -t- G(3 —4v,)
* —Arth 0 — —In-------- = — In—г-------- =------------- — (2.7)

П 2т. 1 6 2т. G'._. г G\(3 — 4v;;)

Решение сингулярного интегрального уравнения (2.1) ищем в виде

(2.8)

где

«■♦»(Зе) (Л —х) ’(6 4֊х)՜3
1 . 3 I . <2֊9’

я = ֊у-‘« ? = -у + '’
Подставляя (2.8) в (2.1). пользуясь далее соотношением (2.4) и про­

изведя некоторое преобразование, интегральное уравнение (2.1) приведем 
к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений.

Произведя замену коэффициентов ряда (2.8)

Х„ = ип Н- /К» (2.10)

и учитывая равенства

Кс?(х) = Ре?(—х), 1т ф (х) = — 1։п <р ( х) (2.11)

следующие из четности функции о(х) и нечетности функции т(х), будем 
иметь

Re X?n-i linX՛,, —0 (п 1,2,...) (2.12)

Тогда бесконечную систему линейных уравнений относительно коэффи­
циентов ряда (2 8) приведем к виду

ос
Ul.. = 2

ОО
• У Й.1 Л Tn-j -1

Л»֊-|
со
У^А^.и^

m—1

ОО
(2.13)

■ Mn 1
,п֊\ m — 1

При этом используется также формула Родрига для многочленов 
Якоби.

Здесь введены следующие обозначения:

хГ։) - 
^*01, л —

А .
/ \ ßt“։i ( -՝•* \ I 1՜ ։ \г / Рэ«։ \//>'^)\ 

\6/JJ \ <o(t/) /
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Л5 (х, у) 1,„ ( 4у +

ь

Т 1։п (х) / ■>(„ -17

-А

л;(х, <!1։Ь}
\ «> {у)

л=^-^|"’(^г6>)1<"Нл' (2Л4"')6 6
—л -А

֊ К,(х, >/)!.»( Р^1^\ У

—/• ՝
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б.чЬ гт-х[Г<п г пр

-(А'։4֊1) Г (л-а) Г (п-9)
(2.15)

^2« С2п Х(1

- 6

ъ
! Не >.»(л‘)/,2п֊1

6

1П

-А

1

10 <У)

- -К^х, УЖе[—Ц- )^-’%՜1 П иМ + 

10 (у) / Ло ]

К» (к, у) 1т )<-/ - -(\— и<*>
' Ло

(2.16')

Х,(х, у)1т
-(Л, 4֊ 1) г/ ч֊—;-----£И(х)

Л<>

4֊ 1т 1

*» (у)

К..(х, ^)1т
с(*| + 1) С/(Х)|ЬХ 

Ло
(2.16")

Использованием асимптотических Формул для гамма-функций и мно­
гочленов Якоби можно показать, что полученные бесконечные системы ля- 
мейных уравнений квззивполне регулярны для любых значений геометри­
ческих и физических параметров, а свободные члены системы ограничены. 
Таким способом регулярность подобных бесконечных систем линейных 
уравнений была исследована в работе К. Г. Гуляна [40|.

Уравнения (2.12) дают возможность определить коэффициент Х„ ря­
да (2.8) и постоянную 6, которою определяется жес ткое перемещение пло­
скости касания контактирующих слоев 2 = 0.

Составляя уравнение равновесия, будем иметь

ь а,- ь

(2.17)
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Подставляя сюда значение функции <р(>) из (2.8), получим

(гА(г)^ (2.18)

Постоянная 6 определяется при помощи ряда от коэффициентов разло­
жения (2.8).

Все искомые величины выражаются через неизвестные бесконечной 
системы линейных уравнений (2.13). После численного определения неиз­
вестных бесконечной системы все искомые величины будут определены.

Радиус области кои-акта определяется из трансцендентного уравне­
ния, которое получается из условия непрерывности нормальных напряже­
ний на поперхн.стп касания слоев.

Анализируя полученные формулы и соотношения. можно сделать сле­
дующие выводы:

а) контактные напряжения и перемещения прямо пропорциональны 
уровню приложенных нагрузок:

б) величина зоны контакта не зависит от уровня приложенных на­
грузок :

в) контактные напряжения, перемещения и величина зоны контакта 
зависят от двух комбинаций упругих постоянных материалов слоев, а так­
же от их геометрических параметров.

После получения численных результатов можно определить вид. 
функции

Заметим еще. что при решении задачи о контакте двух слоев с исполь­
зованием зависимости </(г) =р(-г)р(г). где р(г) является заданной из­
вестном функцией, отбрасывается последнее из условий (1 1). и решение 
задачи сводится только к одному сингулярному интегральному уравнению 
второго рода для определения контактного давления р(г)

Институт механики
АП Армянской ССР Поступил» 22 VI 1976

1«. I.. 1Ա»14ԱԱ1ր:;Ան, Վ. II. ւրԱԿԱՐՅԱՆ

ՏԱՐՈԵՐ Ն:’ւՈԻ1*ԿՐ1։8 ԿՐԿՈԻ ՇԵՐՏԿՐԻ 1Ո»ՋԵՎ ԿՈՆՏԱԿՏԻ
ԱՌԱՆՅՔԱՍԻւռՏՐԻԿ 1ւ»ՆԴ1»(4հ ՇԵՐՏԿՐԻ ԱԻՋԵՎ ՇՓԱԱՆ 

ՀԱՇՎԱՈ-ՈԻՄՈՎ

II. մ փ ո ։]։ ո ւ մ

Դիտարկվում !։ տարրեր նյութ երից երկու շերտերի միջև կոնտակտի, 
աոտնցրասիս ետրիկ իւնղիրր, շերտերի միջև շփման հաշվաաո մովւ
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Mlffp/l /lltAntt/p l(UlHIHIJl(nilî / /X. I.tlllll/l ['{< ! Ui jit/It'll fl !j yfltJIlft otfbfti-
ftjllldp, /Z/l/l t[bpt}dttllf !, ftbtnb ^piU^t UlbupUlft btjftwjllb II I/uh trt iu l{ tn ft
рП{Пр UjtU jd Utbbbp fib p tn tllll p tu ft !> IИ t;) Sblttn, lull 1Ц! ft [ULbtttlfp IlllblfttLlf I, I'lltlhlfl 
I/tti tb !( f] ft nib b [I tl{UIp uth :u Ч»11Ц ItbiuLi/putj mt[tu tt titp nufb !, p[t и^ишЬс! ft tf.fl-
tutu pip! tulip-. I.kpin tn՝՝, tu tittLfitd [tbutbtfpj mb iftm՝bl(/}ftu/bfipp liabuiutlfiiniijfilr 
iibiduib h i ф iftub Ц\п tblf tjftiuhlip ft d fiftt tftttf. 7 " tJ 7 fibtubtipuif \tuilmuuiptitifbbpli 
uftttut bdp phptfnt.J /, bpffpuptf n L n fi u/thtfitt/jutp ftbuibifpiuf >' tu >( m uiu p tn tib bpfi 
ttftutnbd fit IJ.jbni >' huth , о tjtntfb p: t[ d tn b it p ft ft p nt ipf cub tf m db b p j: tj , uftb attt ( fut p fib - 
mbipuuf ^iuiltuuttlptitifbbplt 11 ft и ui b if {t fnttlmdp ՝, tub <f b if tfu t d I; ifdltlfftb 'inrbpui- 
^tu->tfuilfiub fwifwutupni dbbpft tubi[bpÿ ufiutnbd !> /uttldmbpt

ftnurj /. mpt/tnd iubt[bp<£ u/iinnbiffi ptfutifft ffinifjib nb tfuif intfintfl jutbpt

AXISYMMETRIC CONTACT PROBLEM BETWEEN TWO LAYERS 
OF DIFFERENT MATERIALS WITH FRICTION 

BETWEEN LAYERS

B. L. ABRAMIAN. V. S. MAKARIAN

S u m in a г у

A contact problem between two layers of different materials with 
friction between layers is considered.

The problem solution is built with the help of .A. Love's bihar­
monic function which takes in the form of Hankel’s integral. After 
satisfying all boundary conditions and those of complete contact the 
solution of the problem is reduced to the system of pair integral equ­
ations containing Bessel’s functions. Expressing functions of integration 
through functions defining contact pressure and friction the system of 
pair integral eqir-'ions is reduced to the solution of the system of sin­
gular integral equations of second kind. Later, using polynomials 
of Jacob, the system of singular integral equations is reduced to the 
infinite systems of linear algebraic equations.

JI И T Г. P A T У P A

I. SUppen ù'.,Wti՝;nn b>. P> , fr, Krull Л'. A Goutm t Stress ï’rol loni foi a 
Smooth Disk in an Infini։ Plate. Pro՛ codings -4 the-l-tl։ I ՜. S. Nation-il « Пп- 
jfriSss of .Applied Mechanic«, ASME, 1962, 7.99

2. Уилсон. Контак ! mac напряжения в бесконечном плас ганке. : пдержашек i va.isyw 
i;c( т;:у։<> 'Ллиптнческую вс. акку, 11ракл. мечаникл (Трудш ASMI . > р. |- ). 1964, 

т 31. №֊>4.
Н1.н H-i'.i, Задача <՛ конгакттчх напряжениях дли жесткой гладкой сферы к рйегя- 

гипагмим упругом пристраш гве. Ирнкл •.«■хлипка. (Tpv.tw ASMI.-., citp. I՜.). 1965. 
т 32. № 3.

4 (fmtdmun L. E., лесс L. ;M. Tin Contact Problem f-n an Elasli ■ Sphero lud'-n- 
tin:r an Elastic Cavity. !nt. [. Solids and ■•tr'.i lures, 196,5. vol. 1, <10՜ 4Î5,
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