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ВЛИЯНИЕ ТАНГЕНЦИАЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
НА СОБСТВЕН! 1ЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО­
НАПРЯЖЕННОЙ ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 

ОБОЛОЧКИ

Исследуется влияние параметров ортотропии упругого материала на 
свободные колебании цилиндрической оболочки, находящейся под предва­
рительным действием внешнего давления, при различных тангенциальных 
граничных условиях, включая упругое закрепление в осевом направлении. 
Основное внимание уделяется наименьшим частотам, практически наибо­
лее важным и наиболее чувствительным к внешним воздействиям.

Исследование велось на основании полубезмомен•ной теории [I, 2(. 
Расс.матрнвалнсг оболочки средней длины и длинные, для которых полу- 
безмоментнаи гсорня достаточно хорош-֊ отражает физическую суть явле­
ния [3]. Приводятся простые формулы для определения наименьших час­
тот и соответствующих форм волнообразования При этом получено, что 
если для незагруженной оболочки упругие постоянные материала в осевом 
>1 радиальном направлениях влияют равноценно на наименьшие частоты, го 
з случае действия внешнего давления большую роль начинают оказывать 
упругие свойства в радиальном направлении. 11ркчем степень их влияния 
существенно зависит о։ величины предварительного напряжения и вида 
тангенциальных граничных условий. В случае же упругого закрепления края 
влияние упругих постоянных материала на наименьшие частоты незагру­
женной оболочка, и отличие от вышесказанного, различно. Приводя ։с.։ 
пределы применимое и полученных формул.

Введем следующие обозначения: /?$, А’ф — координаты в осевом и ра­
диальном направлениях; А*, А, / — радиус, толщина, длина оболочки: Еи 
Е:— модули упругости в осевом и радиальном направлениях: у удель­
ный вес материала: — внешнее давлен։։։՛. •' — время, < — жесткость упру­
гого закрепления

Используя основные допущения нолубезмоментной еории и пренебре­
гая влиянием продольно։» компоненты силы инерции )4|, получаем основ­
ное уравнение относительно радиального перемещения аг

։ А А ֊ о, \ _ А .< (А.. В )
дч* \д?* ! Е„ дъ* \cip- / Еп[> <>г '

(I)

. = о /о =
12Я* ' ” Е,8 ' ■ ЕМ
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н следующие соотношения для определения продольного и и окружного У 
смещений, осевого 7', и сдвигающего 5 усилий

Г л Гс?г' т Еукдц 1՜ 7՜ .
V — I ыд?, и -֊ I — с!^. Т. =----------- Л — — |-----(2)3 3 ь- ՛ н о\ : ос •

Для решения уравнения (1) в случае замкнутой оболочки необходимо 
удовлетворить четырем граничным условиям в осевом направлении (по два 
на каждом краю) и условию периодичности в радиальном направлении. 
Поэтому решение уравнения (1) ищем в форме

w X (;) cos п- cos ՛■•/ (3)

Подставляя выражение (5) в уравнение (1). получаем

л։у о, /?_ n^n4(n2 п
£։g Ег Е,.

(4У

Решение уравнения (4) для полубезмоменткой оболочки совпадает по 
форме с обычным решением уравнения свободных поперечных колебаний 
балки и имеет вид

А'(;) = С\ sin 'с 4՜ С\. cos/; C3sh': С, chT: (5)

Ct — произвольные постоянные.
Очевидно, что для рассматриваемой оболочки, безмоментной в осевом 

направлении, нс имеют смысла моментные граничные условия, с другой сто­
роны, пренебрежение этими граничными условиями оправдано тем. что от­
носительная зона их влияния на цилиндрическую оболочку (средней дли­
ны или длинную) мала и изменение наименьшей частоты незначитель­
но 15|.

ВыраЗим на основании соотношений (2) безмоментпые граничные усло­
вия в осевом направлении (с = const) через W. В результате получаем

и = о (Л-0), п-0 (Л'-О)
(о)

Т. = 0(Л" = 0), 5—0 <Х" 0)

I раничнос условие для упругого закрепления края в осевом направлении 
имеет вид

т^си (х* '<Х\ у i7l

Таким образом, полубезмоментная теория, достаточно хорошо отражая 
физическую суть явления, позволяет свести сложную задачу колебания ци- 
чиндричсской оболочки к хорошо известному решению уравнения свобод­
ных колебаний балки. Причем упругому закреплению края оболочки в осе­
вом направлении соответствует упругое закрепление конца балки относи­
тельно углового смещения [6].
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На основан; .։ выражения (4) находим зависимость для частоты

•Г/?3 . л Е. п֊{п" 1) Е.пЧп2 1)3 ...

Е1§ пг(п՝ - 1) Д։ п2 1 Еч п՝-т-1

Следовательно, если граничные условия для оболочки заданы, то ее 
собственные частоты со определяются через соответствующие собственные 
частоты А для балки на основании выражения (8). где фигурирует пара­
метр и, характеризующий число полуволн в окружном направлении для тон 
или иной формы колебания.

В дальнейшем исследуем, как влияют постоянные ортотропии на коле­
бания цилиндрической оболочки при различных тангенциальных гранич­
ных условиях в зависимости от величины внешнего воздействия.

Рассмотрим различные виды граничных условий, приведенные в таб­
лице (где г соответствует номеру типа граничных условий). Наименьшее 
собственное значение уравнения (4) для определенного тина граничных

. ֊R 
условий записано п графе л#.лр при этом —----- -

‘Гполода

I
Граничные условия _ ♦

; 0 -1.Я ч

1 г-Л 0 (.V Д' 0) г=7\ о (Х=Х‘ 0) 1
2 р=Т։=0 (Д' X" <4 V и 0 (Д' Д' 0> 1.25
3 е = и- 0 (Д А'՜ 0) 1- и 0 (Д Д' 0) 1.5
4 ?=и—0 (Д Л" ֊0) и 5-0 (Д-Д*= 0) 0.75
5 р=и=0 {X Д'—0) Т։ 5 0 (Д' X* 0) 0.6
6 V 7\ 0 (Д=Д 0) и 5 0 (Д' Хт 0) 0.5
7 Р=О. Тх си (X и. .¥՛•՛ рХЭ и Г։ 0 (Д Д" 0)
8 ь=0. Т, си (ЛН, Д’=?Д') V и 0 (Д-Д' 0) М?)

Введем параметр /с. --- где индекс ! соответствует номеру 
перечисленных граничных условий.

£/(;•) (< = Л 8| некоторые функции от относительной жесткости 
упругого закрепления - сЦЕ^п |7] (фиг. 1). Нетрудно видеть, что 
при изменении ;< в интервале . к- (?) лежит в области зна­
чений

1 М.-) 1.25

При р = 0. Л:(0) - I получаем известное решение для оболочки со сво­
бодно опертыми краями. При р = оо. к (<ю)~ 1.25 получаем решение для 
оболочки, у которой один край свободно оперт, а другой жестко заделан.

Из графика А:(р) нетрудно определить то значение относительной 
жесткости о. начиная с которого закрепление края можно считать жестким.
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При 2 — —— 35 край оболочки можно считать закрепленным жестко,
£։Л

так как к-(у 35) 1.25-
Значения М|>) определяются второй кривой фиг. 1. При этом, как не­

трудно видеть. /е,(р) изменяется в интервале

1.25 < (9)

В данном случае закрепление второго края можно принять жестким при 
р^ЗО и взять ~ 1.5.

Практически наибольший интерес 
Определим в зависимости от величины

представляют наименьшие частоты, 
упругих постоянных Е„ Е» а также

от величины жесткости упругого закрепления с и предварительного напря­
жения / значение п.;, при котором реализуется наименьшее значение 
частоты ‘•А'{п).

Если И՛՜^ ։, то соотношение (8) примет вид

■«_/•„» ֊:А ։?-£՝ «. ;*՛՛ о*»
Е։ Е։Л Е^

Представим выражение ( 10) в следующем виде:

< = т:. (it ₽ 1.75/,:3’
(И)

Введя обозначение п — л'՜՛, приходим к следующим соотношениям: 

min <•»’. - wj, (xw) при /ц, = К7л։, ,гп. _ (£,;£,)’ ՝к. /.։х։4 (12)

min ’Г՝, — Г\) при лв՜ А’,/։, .г,— I 3 (Е. Е..}՝ ՝k, ՛ (13)

При этом ki(i — 1, ... , 6) есть величины постоянные, а при i 1, 8 
к, есть некоторая функция от у.
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Отметим. что ий основании соотношении (12) получаем формулу для 
наименьшем частоты незагруженной ортотропной оболочки

:• формулу критического напряжения, согласно соотношений (13).f < - (£,)11(£.):м1.75Лм/։
совпадающую с известными результатами.

На основания рассуждений. аналогичных работе [4]. получаем, что 
min -(п} будет при п п~, заключенном в иитсраалс

(F / Г •. । Iyj п: 1.315 ( -֊?) к'.«֊, «-“'-»2 (14)

так как (и?)՜ = 1.315 п,՛.. Для значений, находящийся н интервале (14), 

п'՛՛ 1, если величин.: k<- ri^ (EjE_.) ' 1. Это условие приводит к со­
отношению, ограничивающему / сверху (для оболочек среднем длины)

£ 
/

2.74 Л/ -РУ 7֊л Y:Е, ’ \ R / (15)

При этом использовалось обычно принятое условие, что гг''/՝;■ 1, если 

л<։. 4. Ограничение / снизу, накладываемое полубезмоментной тео­
рией, будет приведено ниже.

При п = п(1. и п — п из соотношений (11) получаем

. -*''«© ■ г^

-.4֊ г'(М’'
п< Т' £, /

Л'|

I А !• а • ч
(<‘) - 1.155 Л;-։֊.:(„о։. '.н ’

(17)

՝։'1и — наименьшая частота незагруженной ортотропно;’ оболочки со
свободно опертыми краями.

Запишем Е, и /՝ в следующем виде (у., ՝;\—независимые параметры):

/Е \31 4 1=- 1.134 . ?ч, - 1.75Л/4

/ /F \зц( \ ) -0.883 (16)
Т’ 1 Г. '

"и,-

Е^^Е (IS)

Подставляя си >।ношения (16)—(18) в выражение (11). получаем

>■՛;(«„/ Н 0.883^;, ^)

Х И -2 '*<
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•»М) = 1-1551 (1Я
<112 1* / ; л

/в = -֊7=֊/?’ ^ = -^֊ = 1.75//4, ?1=-^
£ £Л £ * /,

‘"о(пл) — наименьшая частота изотропной оболочки с л: дулем упру­
гости £{£, ;։£, £. - ‘,';£) при шарнирном закреплении краев: Д
՛-. начальное и критическое напряжения.

Функция •՛>; при различных граничных условиях в зависимости от 

• " для фиксированных п... и п®, на основании выражений (19). пред­

ставляет прямые А, С; и А,С,, показанные на - -яг. 4. Абсцисса точки 
их пересечения (обозначим се 7՜,՛) будет

77'-֊ 0 5б5*,-;[я-;1' (20)

Обозначив п - л-։ из выражения (10) получаем

гх 2,;х ՛ ֊ о, /о = 2Х (.;? - 7։^ ;х <) (21)
и 11

Отсюда, в частности, при 1° - 0 и /(| ֊ ;4/$, •՛ л՛, .»ем соотно­

шения V, — и х2 - (п?)2.

Введем безразмерные величины

Л х*Г-Л.', (х0 = Х,Г1н> <. = 1.75 ,։**> (22)

Гогда соотношение (21) примет Вид

Г = 1.15(;-..А’ 71^՜3) (23)

а иерашнс । во (14) будет

1.315 ՝24)
»2 ’

Задавая Значения Л из интервала (24), определим по формуле (23) 
соотвётстлуюнри- значения 7'. Построенные таким образом кривые зависи­
мости Л'::: (Т ) приведены на фиг. 2, в частности, для значений (ц -1, 

1) (б). = 2, -1; 1) (1) и |-։1 1, ь-2) (2) (при (=1, 3
соответственно кривые 10, 11։ 12, 20, 2П 2.» и 3,, 3։, 3_.. На риг. 3 при­
ведены аналогичные кривые для случаев (0), (1), (21, когда край

£Л
упруго закреплен (/ 7) при с* 16 — Отметим, что в случае (I)

с^1 с*/
относительная жесткость -------- -» в случае же (2) р* ———

-;։£А 2£Л ' £Л
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Нетрудно ; ядеть, что число поля п окружном направлении, яри ка­
тере ч реализуется наименьшая частота загруженной оболочки, существен­
но зависят от параметров ортотропии, вида граничных условий, величины 
;::с; ..’.-сети упругого закрепления и величины предварительного напряже­
на.. На ос:-:՛: танин этих кривых и выражения (II) легко определить зна­
чения п* и соответствующие минимальные частоты при заданных
граничных условиях и нагрузке Г.

Учитывая, что для внешнего давления, изменяющегося в ннтер- 
палеО<Л. ’ :v,-, соответствующие значения п:, лежат в ин­
тервале '24», на основании выражения (Г!) ле; ко построить кривые 
наименьших зчичони.! (и..). Крив ля эта ззкл г.икл в области ДуДС-,՛, 

так как наименьший г. наибольший угловые ко. |> аициечты для прямой 
(11) буду. \ С, А, и С; А,, уравнения которых им» >т вид \19). На 
фиг. 4 для краткости представлены только прямые С',.4: и С-՝].-7!,. За­
пишем уравнение пр мой С, А,

На фиг. 4 для вышеотмечеиных случаев (0), (1). (2) представлены 
кригые наименьших часты при различных граничных условиях (|“1. ). 6) 
а зависимости от величины внешней нагрузки. Аналогичным образом не­
гру,՝. ՛ и- строи- ь кривые для иных случаев и иных значений у,. ’.ч. Аегх 
заметить, что г..:уаметры ортотропии в продольном и окружном направле­
нии по-разному влияю на частоту предварительно-напряженной оболочки. 
Ес? : для Незагруженной оболочки влияние их ..пвно^енио. то по мере уве­
личения внешней нагрузка большую роль начинает играть величина ра- 
дна? кого модуля упругости. При этом нетрудно заметить, что вид гранич­
ных уелмв.-.й сил '1п. ..-казьпшею но мире возрастания внешней нагрузки 
и параметров ортотропии.



60 С. Н. Кукуджакоз

Случаи упругого закрепления края 7 при с = с^. представлен на 
фиг. 5 как для изотропной оболочки £,—£2=£ (кривая С..,), гак и для 
ортотропных оболочек £,-2£, £. = £ (кривая С,) и £,— £, Е:=2Е (кри­
вая С.). При сравнении кривых С,„ С։, С: с 1,„ 1I, (фиг. 3) можно видеть 
степень влияния упругого закрепления как для изотропной оболочки, так и 
для ортотропной. Нетрудно заметить, что для ортотропной незагруженной 
оболочки, если с 0, то постоянные Г., и £; в равной мере влияют на наи­
меньшие частоты, тогда как для ортотропной оболочки с упругим закрепле­
нием с՜ с* влияние £| и £• на наименьшую частоту незагруженной обо­
лочки различно. Это обусловлено тем. что при / 7, 8 имеем /с/

с1

1 аким образом, все вышесказанное о: носится и к упругому закрепле­
нию края, за исключением того, что для незагруженной ортотропной обо­
лочки влияние упругих постоянных материала на наименьшую частоту раз­
лично.

Ид основании (11) можно установить, что отношение >•< I п) 

будет минимальным при 1 (для п = //,•), то есть независимо от 
н отличие от минимума частоты <•»,(«).

Рассмотрим колебания длинных цилиндрических оболочек, находящих­
ся под действием внешнего давления, В данном случае, ввиду малости 

=А֊, величина М:, при которой реализуется наименьшая частота, срав­
нима с единицей. Следовательно.
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;,^‘(пг П; 1°л‘1л: ֊ 1) ._ 21 = (■>(,)
■Т у/?’ пг(лг -1) /: Ек

Учитывая из вышеизложенного. чт< при колебаниях предварительно- 
напряженной оболочки полос сущестяенну ю роль играют упругие свине та 
оболочки в радиальном направлении в сравнении с осевым следует, что при 
(охранении веет конструкции желательно вводить радиальные подкрепле- 
мня. В частности, если оболочка подкреплена достаточно часто расположен­
ными радиальными ребрами, енмм» ричиы.мн относительно срединной по­
верхности. тогда для у,, у. получаем следующие значения | 31.

и — расстояние между подкрепляющими ребрами. J момент инерции сс- 
чення радиального ребра относительно центральной осн осеного ссчеинн 
оболочки. Подставляя данные значения у,. V: н выражения (II). (18). 
(23). (24), получаем наименьшую »ас готу и соответствующую форму вол­
нообразования для оболочки, подкрепленной шпангоутами.
^Для ортотропных цилиндрических оболочек условием применимости 

убезмоментиен теории является соотношение

(<)"'•» .-I
„„.орое, как показа ли расчеты, в данном случае принимает вид

за исключением малых зон. примыкающих к краям оболочки. Отсюда полу­
чаем

В работе |8| при А*,= I. Е,— Е = Е приведена аналогичная оценка, при 
атом М„-]5. Подставляя вто значение Л/ в (27), получаем условие при­
менимости полубеэмоментной теории, ограничивающее I снизу.

Тбилисский математическим институт
нм. А. М Рлэмаллг Поступила 22 XII 1975
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THE EFFECT OF TANGENTIAL BOUNDARY CONDITIONS 
ON FORCE VIBRATION OF THE PRESTRESSED 

ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL

S. Kt NUDJANOV

S и m in ary

'.he effect is considered of elastic orthotropic material parameters 
on free vibration of a cylirdrical shell under the preliminary action of 
external pressure and different tangential boundary conditions, including 
elastic fixing in the axial direction. The main attention is given to the 
lowest frequencies actually most important and sensible to external 
in licences.
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