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М В. БЕЛУБЕКЯН. К. Б. КАЗАРЯ11

О ПРИМЕНИМОСТИ ГИПОТЕЗЫ МАГНИТОУПРУГОСТИ 
ТОНКИХ ТЕЛ К ЗАДАЧАМ КОЛЕБАНИЙ. ТОКОНЕСУЩИХ

ПЛАСТИН

В работах | I. 2] были предложены гипотезы магнитоупругости тонких 
тел, упрощающие исследования задач магнитоупругих колебаний пластин и 
оболочек при наличии магнитного поля При этом сравнение некоторых за
дач. полученных как на основе гипотез, гак и бел использования гипотез, 
показало, что применимость гипотез магнитоупругости нс зависит от вели
чины напряженности внешнего магнитного поля

В настоящей работе задача колебаний токонесущей пластинки решает
ся как в точной постановке, так и на основе гипотез магнитоупругости. 
Сравнение результатов показывает, что применимости гипотезы магнито- 
упругости ограничена величиной плотности электрического тока в пластин
ке и, следовательно, величиной напряженности собственного магнитного 
поля.

§ I. Пусть бесконечная изотропная пластинка постоянной толщины За
служит проводником равномерно распределенного стороннего электриче
ского тока плотностью /, ^eonsl.

Прямоугольная декартова система координат (л. у, <) выбрана гак, что 
плоскость хоу совпадает со срединной плоскостью пластинки, а направление 
осн х—с направлением электрического тока.

Электромагнитные н упругие свойства материала плас։инки характе
ризуются модулем упругости Е. Коэффициентов Пуассона р, плотное fi>KJ • 
электропроводностью п. Для простоты ։ ри нм маете я. чти диэлектрическая 
и магнитная проницаемости материал.։ пластинки равны единице.

В отношении пластинки принимается гипотеза Кирхгофа.
Невозмущенная пластинка обладает собственным магнитным полем 

/Л. определяемым из задач магнитостатики

_ 4- _ _
roi Л/о = —у6 div HQ - 0 | z |< Л

с
_ _ U-D

rot Н{'> = 0 divH"՝ 0 И>л

/Vi։ = Н'։ при z — ՛ h

(Индекс е принимает значения 1, 2: е —1 относится к области z • ht 
е = 2-к области h).
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Н„ имеет следующий вид:

Н. Н„ Н',!,' Н'£ о

Е/։»' _  J-J՝-1 Lf

1 (7 H) • ’ (а-4?» й) St(7=+f>\ ֊(7«xh.

(1.5

it ■><> —— ( /7p,j — ’ /
C ('

Начальное напряженное состояние пластинки считается нулевым.
5 равнения электроднна.м ики в сблас։!1.. занимаемой колеблющей.՜; 

пластинкой. имеют вид 13]

։ot Л
I <>Е

(1.3)

rot А' ~ div// 0. div Ё ■֊֊ -J-; 
с (И

В (1.3) £ и /У — векторы напряженностей электрического и магнитно
го полей соответственно. /—плотность стороннего электрического тока. 
\ —плотность электрических зарядов, с электродинамическая постоян

ная, — перемещение произвольной гички пластинки.
В уравнениях (1.3) участвуют неизвестные перемещения, которые 

. ■ :кны у док чгч пор ять уравнениям движения упругой плас инки [4]

Lai L г- '.՝;/] —- р. - 0
ut՝

Ltv -I Z.n֊2y//? v p =0 
at՜ v

} , a ;<՛ dm, дтч л
/.,w -f- 2'.h---------p.---------— — 0

di- ‘ ax ay

X.....X)
2 2h= (hr /

Eh di

1 - y-dxdy

2Eh3 / •>'' <?, a1

3(1 (?X՝՛ CjX:Oy- "i/՝

3 (1-4) nix, y. /), v'i.c, у. I , u՛ (x, .7, О перемещения средни* 
■ ՛.: поверхности пластинки, a pt, p , p_, m,, rn,֊ компоненты объем- 

■ • ՛. силы и момента электромагнитного происхождения, обуслонлеа- 
.:е деформзця-.։й пластинки и наличием начального стороннего тока

W ' Л ?■ ■ Л U: * >1
р '՛, Kdz, rn, 1 //. :(/z, m.,— R„zdz

•Ч-Г. J|. /1 ,r—1<
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Отмстим, что предположение о нулевом начальном напряженном со
стоянии можно считать. вообще говоря, верным, так как

л
Ра - j ~ (/.> > М,) = о.

-л

Уравнения (1.3) и (1.4) взаимосвязаны также посредством /?., п . 

р.1 тх, тч.
К приведенным уравнениям необходимо присоединить уравнения элек- 

гродинамик:« для среды (вакуум), окружающей токонесущую пластинку.
Соответствующие граничные условия на поверхностях раздела двух сред

rotW-’ = — ~ 
с (Ч

rot£'.1=__L'W 
с (Н

div/֊/M= о. div £” - 0 : 1-6)

Н /71"1, £=£՜' при Z

(Индекс с -- 1. как и прежде, относится к области z
области z<^w Л).

В дальнейшем принимается. что электромагнитные и

W 4- [։, е — '2

упругие возму
щения настолько малы, что можно пользоваться чиненными уравнениями.

В возмущенном состоянии компоненты электромагнитного ноля и сто
роннего электрического тока представим в виде

Н- Н* 4 Л. / /0 4֊ Л, £ = е

1֊Г' !Т ' ■ Л .
(1.7)

где ’.՛ и е— индуцированное электромагнитное поле.
ствие колеба нвя пластпи к и: Н.у и напряженность

воз11 икаюшее вс чед-

собственного млгни -

h

к

кого поля и плотность стороннего электрического тока соответственно, 
обусловленные изгибом пластинки.

Величина определяется из условия равенства нулю нормальной ч 
поверхности пластинки составляющей плотности стороннего тока 

J-n 0 при z = w /г (1.8)

n = —grad(:o «) — единичный вектор нормали к пластинке.
Из условия малости упругих и электрических возмущений, а также, учи

тывая тонкость пластинки и равномерное распределение по толщине нла- 
стннки начального электрического тока, из второго условия (1.7) и ил (1.8) 
получим следующее линеаризированное выражение, определяющее J

(о, о, ;0^) 
\ Ох /

(1.9)
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Собственное магнитное поле пластинки в изгибиом состоянии (пластин
ки. имеющей прогиб, равный ttr) определяется из следующей краевой зада
чи магнитостатики:

— 4п — —
rot Н.. — t д, /»,), div/՜/.,, -- О

с

rot 77.'''-О, div«.1'՛ о (1.10)

Я- Я'1 При 2 — го г it

I՛ ? сравнения ( 1.10) и (1.1) видно, что изменение собственного магнитного 
п ля вследствие изгиба является величиной порядка что учитывается 
при линеаризации уравнений электродинамики ( 1.3).

Учитывая малость упругих и электромагнитных возмущений и исполь* 
дуя (1.9) и (1.10). получим линеаризированные уравнения -• лектродинами- 
>-.| следующем виде:

для области, занятой пластинкой |?|</|

’ ՛՛՛՛' /Д7 1 1 ''''
с (НЛП'1) с 01

1 Oh .. т пrote- --—- • div h 0, dive - чпг.
с о 'е

(1.И)

для областей, окружающих пластинку ]г| >.՛'?

rot е'г'= —
i д7У'

с Ui
rot Л1

1 
с (ft

div е'1" — О div//"’ ֊ 0
(1.12)

Линеаризированные граничные условия для компонент индуцированного 
.•лек.ро.магиитнего поля на поверхностях раздела сред запишутся в виде

Л=Л1'', е — (•' ՛ при 2= Л (1.13)

Линеаризованные выражения для р и т-., т., имеют вид

11 >. 1>
р = 1(1г, /п, = ( /лгдг, |

—Л • >!

i ֊ — (Д X //0)-г — (УоХ Л) ’ — (е H,j (1.14)
с с с

К 4) ^div7 ]
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При получении (1 14) было использовано соотношение

» < А А
I (Д । (/. хнв}ч'г (1.15)

»■ А -А

которое Верно • точностью до мшенных членов относительно перемеще
ний К»;

Таким образом, чиненная система уравнений (14), (I 11). (I 12) име
ете с соотношсш. ими (1.14) и граничными условиями (1.13) является пол
ной и Замкнутой дли поставленной выше задачи малых магнитоупругкх ко
лебаний токонесущей пластинки

Уравнения электродинамики (111) и (1.12) целесообразно принести 
к удобному дли решения виду

I _<Л1го1(< Я)
с~ <Н с' X <Н '

<Иу Л (», го! 1 ֊• — <!.!•>с ՝ с 01 / С О(

с!»V е =------—( 77 • Но)
с \(Н

А"' о, го։л" = — —; — а»А'=О
с (Н

\ Ох՜ оу <)£• с: (И՝?

§ 2. Решение искомой задачи магнат .упругих колебаний токонесущей 
пластинки приводится в случае, когда упругие и электромагнитные возму
щения не зависят от координаты л и компоненты тангенциального переме
щения Н^О. Существование подобных решений будет доказано в дальней
шем. то есть должно быть доказано, что /' 0.

Решение уравнении (1.4) и (1 1б). а также граничные условия (1.13) 
представим в виде плоских монохроматических волн

«• = п'лехр » (*•>/ ку). г оае\р {{՝••( —ку) (2.1)

0 -<Л(.-) охр/(•/ — ку)

где под р Подразумевается любая из компонент лекторов внешнего и вну
треннего электромагнитного полей

(и) — частота колебаний. £— волновое число)

Определим сначала компоненты векторов Л. с и далее с их помощью 
выражения для поидеромоторных сил и моментов.

Подставляя (2.1) н (I 16). получим следующие обыкновенные диЦнрс- 
ревиизльиые уравнения для апрсдслския Лог и Ли. :
3 Изигсгнх АН Армяшкой ССР. Мсимпм. .V» 4



34 М. В. Белупскян. К. Б. Казарян

7 ֊
16 7Г-‘=/0/'.-</Г0

С3

о'-'Лго
. о — -ГЛ,֊ ах՜'

16 “5/со։Л«»0Х 
С3

</2Лл(. л, 
'' 0

‘^а. + (-А.Лу,, = о, + 1^'0

_ ,’дй = о,

= 0

= 0 
а^‘

/,, +
\ С- г | •*

—
*1
и II X
-

1 г1
2«

Решив эти дифференциальные уравнения, используя граничные условия на 

поверхностях г Ло - Ло'1 и условия затуханий решений внеш
ней задачи на бесконечности, получим следующие значения для век
торов Ло и Ас'՛

. л
ЛдУ=г/^> = 0, /м = —[уосЬ’/2 1]

/,„.= ֊ [о л,г-г] 
V

Лдо ; [•>§ сИ *Л — 1] ехр [ — >։ (г — Л)] 
•г

/,2 = -֊'’-[•<г сЬ.А -1]ехрЬ1(։+Л)1 (2-2)
’Г

Лги = —֊ |А >Л — Л| ехр [— ■/1 (г — Л)]
V“'

Л Иг
ЛгО = —~ [овЬ *Л — Л] ехр (х ; Л)| 

7“

В (2.2) принять: следующие сокращения:

~ -^֊ ֊°- и‘° . = (1 4՜ лА) (՝' сЬ >Л г’■’1 >Л) ՛
с3

Зная значения векторов индуцированного магнитного поля, легко полу
чить значения векторов индуцированного электрического поля
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= е '} — е/ - О

А,/«» р , ։ ,е։<| - ֊՝ — [osn */г — -]
'СС

с՝”՛- - [< sh -71 /։] exp [ vx (z Л)| (2.3)
v-c

e ‘o — —7— sh '.’1 A] exp [\ (2- A)]

Определим теперь значения поидеромоторных сил к моментов (1.14) 
пр։ помощи (2.2) н (2.3)

/. = 0. /. - - — jQh։ = [г sh г] «р ку,
С >‘С

, _ 15- ./;;•՛и-г 1 .
/--֊ d — сл^֊

_т _ I .. h> г. _
‘/֊с3 ' С

—А «Е՝ (/>/ch 4z l)'exp(/W - ку) (2-4)
С'Г

Подставляя (2.4) и (2.1) в уравнения движения (1.4) и выполняя 
соответствующие интегрирования, получим характеристическое уравнение, 
определяющее частоты поперечных колебаний пластинки

32-"с/;й I >-/i3 •
D!e =---------֊— ( h ^shv/։-֊-)

V4J |\ Э .•

4пз/ у I (-/A ch vA sh ՝*A> c

Дл ( частот продольных колебании получим независимое характеристиче
ское уравнение, определяющее частоты собственных продольных колеба- 
ии; . ; ,։к как /'; = 0

, Ек'Itr Т- — -----------
"р (1

Уравнение (2.5) якляется трансцендентном н поэтому нахождение 
Керрей связано значительными трудностями. Исследование корней урав- 
кс .и-. (2.5) существенно упрощается при предположения

I ։*г i А՜ < 1 (2-6)
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Принимая 1, ин соответствует точности, принятой в геории пластин, 
- , - 0)2 

из выражения V при пренеррс-жённи величиями — ио сравнению с 
с՜

получим. что для выполнения условия (2.6) достаточно выполие-

ние следующих условий:

(Rev»)2« я2, (Jm -)2 С «*» я — —-—- (2.7)
4~я/г

Дли подтверждения реальности условий (2.7) и. следовательно, условия 
(2.6) приведем некоторые характерные для данной задачи значения сг л 
частоты собственных колебаний пластинки w<.s.

В случае медной пластинки толщиной 2h = 2 с.и и при волновом числе 
к — 0.01 см 1 имеем

- 4.19-10* сек -՛, >2 - 1.8-10’ сек

то есть и>* и х* отличаются более։, чем на порядок.

Отмстим также, что медь является наиболее хорошо проводящим ма
териалом. Для металлов, проводимость которых меньше проводимости ме
ди. указанное отличие будет больше.

При справедливости условия (2.6) характеристическое уравнение (2.5) 
можно привести к следующему виду:

/j£4-2?W =
32 г-^/.Д-Л՛ 

Зе4
(2-8)

Асимптотические значения векторов электромагнитного поля (2.2) и
(2.3) при будут иметь вид

§ 3. Рассмотрим данную задачу на основе гипотезы магнитоупругости 
нких тел. сформулированной и обоснованной в работах [I. 2]. Эта гипо

теза наряду с предположениями Кирхгофа-Лява о тонкой пластинке (обо- 
л.чке) предполагает, что тангенциальные компоненты вектора индуциро
ванного электрического поля и нормальная компонента вектора индуциро
ванного поля постоянны вдоль толщины пластинки (оболочки).

Для данной задачи эта гипотеза аналитически запишется следующим 
образом:
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/ м Ow'v = v(l/. 0՜ * —’ 
оу

«> w (г/, О

е. =4 (у, i)> ву — ; (у. /), As = /(։/. /) (3.1)

С помощью принятой гипотезы магиитоупругости ио метолу, изложен
ному в [!, 2|. представляется возможным выразить остальные компонен

ты электромагнитного поля и. следовательно, компоненты векторов р и .’?? 
с помощью функции (ср, ф. /, у, 14»), а также привести разрешающие урав
нения относительно ֊функций (<|. ф, /).

Из уравнений электродинамики для внутренней области (1.11) при 
пренебрежении токами смещения Ви сравнению с токами проводимости 
компоненты электромагнитного поля Л- определятся следующим
образом:

( <7 4яв \ 8îï (
'J~\oy ~Г'Г <? .7/ ' 2

с *>А.<
4-е <>у

Осредняя (1.11) по толщине пластинки, получим 
носительно неизвестных функций ч , ф:

следующие, уравнения от

оу

4~ ՛
с -՜՜ 2Л

_ 4хо_ Л,. - л; (3։3)
с Т " 2Â

_Lt!L = 0 
à у с ol

В (3.2) и (3.3) А* , !ï4 значения компонент Ал и А./ при z : h, 
соответственно.

Система уравнений (3.3) должна решаться совместно с уравнениями 
электродинамики вне областей, занимаемых пластинкой (1.12), и с гранич
ными условиями ( 1.13).

В силу непрерывности значений компонент электромагнитного поля на 
поверхностях пластинки и однородности уравнений электродинамики для 
внутренней области (3.3) и внешних областей (1.12) получим

} = ? = / (3.4)

Подставляя (3.4) я (3.2). определим значения остальных компонент векто
ров электромагнитного поля в области, занимаемой пластинкой
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л.֊֊,, о, л, = *1 (3.5)
С* СИ

Индуцированное электромагнитное поле во внешних областях будет равно

л‘" -7М
К 1м:: центы сил н моментов выражаютсд следующим образом;

л

/Ь — I --- хдг 0, тп. О
С иу“• л

II

р. - [ ( + 2 /А X л о
,1 \ с" с’ д1 с /
- />

1 аким образом, характеристическое уравнение для определения частот 
продольных колебании пластинки, полу гнное с помощью гипотезы магии- 

упругости тонких тел. совпадает с уравнением собственных колебании

£Ч‘ ֊ 2у/ъ..;՛ ֊- о (3.6)

ы ։ь с точностью принятой гипотезы наличие стороннего гика не оказы- 
кает влияния на частоту колебании.

Спиигтанление уравнений (3.6) и (2.8) м:жет, н данном частном слу
чае колебаний, привести к критерию применимости гипотезы магнитоупру* 
гости задачам токонесущих гонких тех

Для эт и о запишем решение уравнения (2.8) в виде

----- 0« - " । ? 1 при ■ I
•% *'в

8тЛ;^/г

(3.7)

Наимси.расхождение члетр.т ՛< ц бъ, будет՛, очевидно, при Р*^1. 
том лучае [астату мапннтоупругих колебаний, полученную на основе точ

ное. ;:нен::я. можно представить посредством частоты собственных коле
баний следующим образом:

/3) ? 1

Сади пр небречь малым затуханием, обусловленным мнимой частью
час.՛, ь дналегпчно тому, хак пои рхесмотренин задач свободных коле-
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баним прснсорегасгся малым конструктивным демпфяровашк.м. то из усло
вий I получим соотношение для /*’ при несоблюдения которого воз
можно большое различие между часто а ми магнитоупругих колебании то- 
.-Ь’нгсущей плас;инки, полученными нг основе точного решения и с помо
щью гипотезы

Л ' 8г.5?^ /3.8)

В т. Зл I приведены для наглядности численные значения плотности 
электрического тока у для пластинок (:> I ел՛, к-0.01 с.ч ) из различ
ны;; ироводящил материалов, и также значения удельно}՜։ теплоты нагрева 
(?■., обусловленной выделением джоулева тепла С?, ,՜՜- ’.

Таблица /

Материал пластин к:։ ք -103 п.мнг/.'С.м 0 1.03 оаг- Ш’С.м՜ 1

Алюминий о 217 0.238
Медь 10,78 0.Մ8
Латунь 16.53 1.229

Условие (38) является необходимым условием ։։ задачах, решаемых 
на основе гипотезы магнитоупругост։', тонких тел н оно ограничивает при
менимость этой гипотезы при наличии стороннего электрического тока, то 
сеть при значениях начального юка ; - ՝,՛• результаты, полученные на осно
ве гипотезы, могут быть, вообще говоря, неверными.

Отметим о, нако. что численные значения, полученные для (?<> явля
ются очень бол: шимм. При значениях плотности /<„ соизмеримых с у. необ
ходимо также учитывать довольно большой температурным нагрев, обуслов
ленный выделением в токоню ших пласгинках джоулева тепла, и. следова
тельно. зависимость физико-механг чек х характеристик материала пла- 
.-пнок от температуры.
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Մ. Վ. 1«ե1.Ո1՚Ո1ւ։»ՏԱՆ. Կ. է». ՂԱԶԱ.ՐՏԱՆ

ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ ՍԱԼԵՐԻ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐՍ ԻՄ ՍԱՐԱԿ 
ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՄԱԴՆԻՍԱԱՌԱՋԴԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ՀԻՊՈԹԵԶ 

ԿԻՐԱՌԵԼԻՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

(1ւսոէմնասփրվոէմ է հասանրա տար սա(ի •տա աանոսէնհրի խնդիրը ինչււլես 
ճշգրիտ դրվածքով, այնպես էլ մէսվնիստաոաձդսրկտնոէթւան հիպոթեզի հիման 
վրա:



40 М В. Белубскян. К. Б. Казарян

jtrnhbLp.li ՝,tuJtup иипч ptj шА tup q jti А/р^Ь рft S'w i/ bjurtnni- 
(JjttArp JJttt'jg { шш^и, пр id ш qb ft и ш ш n.uiAq u/l{ uib.n uff jujb 4]n>j nfEbqjt IfjtpiunL- 
llitn.l)jmlbp uiu'*d иАЬи1\фи*1р[нл.А Et utuf/i dLv l,iLlfinp.tn.lj.4tb 'it tt.iubpfi (uujintfijUiii 
dl.b.inij jiu tip ti \ l. irtL ufp tt!p iiLtfiiulfiub dtaqbffuur.il tub грифит], /iu pifindrti.iljurb dh~ 
d ш fl ju.՛ Jp t

ON APPLICABILITY OF THE MAGNETOELASTICITY 
HYPOTHESIS OF THIN BODIES TO CURRENT-CARRYING 

PLATE VIBRATION PROBLEMS

M. V. BELUBEKIAN. К. B. KAZARIAN

S u m m а г у

The current-carrying plate vibration problem is solved both on 
the basis of the magnetoelasticity hypothesis of thin bodies and in 
exact statement.

The comparison of the results concerning vibration frequency shows 
that the applicability of the magnetoelasticity hypothesis is restricted by 
the density of electric current in the plate and therefore by the strength 
of its magnetic field.
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