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Р М БХРСЕГЯН

ОЦЕНКИ СПОСОБОВ ЛИНЕАРИЗАЦИИ1 НЕЛИНЕЙНЫХ 
УРАВ11ЕНИЙ БЕЗНАПОРНОЙ ОСЕС11ММЕТРИЧНОЙ 

ФИЛЬТРАЦИИ

Диухмеряое движение поды в гилраолмческн связанных двух ВОДОНОС
НЫХ горизонтах, которые разделены горизонтальной слабопроннцаемой про
слойкой. описывается уравнением

,։(л л/> „ (1) 
ах \ ах ' ду ՝ < у )

где й(л. р) - 1 лубина фильтрационного потока верхнею безнапорною г •- 

ризрита; Н — постоянный н«пь р нижнего напорного горизонта; «ч: 
к_ 
кТ՝

к — коэффициент филь.-рлцнн ид;։ •рног горизонта; к и Т — соотзегстн'.я-
но коэффициент фильтрации и мощн.-ь слабепроняцаемой прослойки. 

Ира осесимметричном дзижс-ни: из уравнения (!) получим

I д
г дг аг

(2)2 (к - Н • — О

где

Существуют различные споссбт: пр; ближенною решения у равнения 
(2). Наиболее эффективные приближенные решения »того уравнения пене 
ваны на приближенной ее ляп кс; мац.՛»։ чиненными уравнениями (л՛- 
неариззция)

II; ■։ первом способе линезри *ации глубина ри ՛• тгацип։г։гого потока '։ 
п квадратных скобках уравнения (2) .»--..меняется некоторым средним <на- 
чением и и результате нс ՝..։՛ •.։՛.•■ равнение (2) заменяется еле «ю 
щнм линейным уравнением

.^(Л-Ж О Г31
г а г ■ с/г / Л,г

11|Ш четвертом способе л.։»։слрН5.»цин [1| уравнение (2) замгнясI■ ч 
линейным уровне пнем

1 с/ / </и \ . .. ,.-------- г — ) (и и0) <• (4) г с/г ՝ </г / н

1ДС

и — 1г, п0 //;
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Вышеуказанные способы линеаризации широко применяются п теория 
как установившейся, так и неустановившейся фильтрации, несмотря на то, 

го до настоящего времени нс даны оценки точности этих способов.
Ниже, с :։ -мощью метода квазилннеаризации доказывается, что урав

нения. линеаризованные первым и четвертым способами, совпадают с пер
выми приближениями последовательностей квазилинейных уравнений. Бу
дет также показано, что решения последовательности квззиливеарязован- 
,'ых уравнений чрезвычайно быстро сводятся к решению исходного нели
нейного уравнения и поэтому решения линеаризованных первым и четвер
тым способами уравнений как решен ։я первых приближений, сходящихся 
гг-следозательн тетей действительно буду г прнближснными решениями для 
исходных нелинейных уравнений. Метод ювазилииеарнзацни даст возмож
ность найти оценки любого приближения. В частности, оценка первого при 
ближеняя в in-1 ледовагельносги 'инейных уравнений является и оценкой 
пэсобов линедр.;лпи.и при удобном выборе нулевого приближения.

Пусть треплется найти решение уравнения (2) с условиями

С помощью

Й -Я„ h . // (5>

подстановки кз задачи (2)։ (5) и, лучим за-

дачу (6), (7)

՛/*() 2« //)-() (6)

В дальнииши.ч пар.։ \ ч-лъи - бу/у; рассмотрены следующих два <■ ՝,у ;ая 
В норном случа-- напор нижнего напорного горизонта больше, чем гранич
ные значения А/, и !/ (//Н _<.Н). Этет случай отвечав! отбору ноль. из 

■ а ; рного горязошл. Во вторим случае напор А/ нижнего горизонта мень
ше, чем ::н’1:(/7,, // ). (//<’. /7, -С.АЛ) Этот случай отвечает нагнетанию во
ды я напорный горизонт.

Перепишем уравнение (6) в общем виде

и' ~ / и.՛ , тг, г) (8)

/(н . и, г՝ ՛՛ - (| '2и Н)----- —
г

По методу ьаазвлинеарвлацна [2] заменим уравненш (8) следующей 
՛ слсдовап-льн! i -.ю линейных ураннениг.:

и t - С;, г) Г 4 - </. _j) А (i/f ч.:, Г՝! (ufl — и„ |)
(9)
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Задача нахождения решения уравнения (9) для каждого л при гранич
ных условиях

<'л+Л “։» = «г

равносильна нахождению функции ?<,„! (г) из интегрального уравне
ния Фредгольма второго рода

։

<'и+։=/е<н- ^6։(г, у) |/(л) +/;. (Л)(иЛ-֊н; ։) ֊и/,;(л)(и,. -ип ։)]</у

где обозначены /(л) = /(«',, «п. г), /с (г) — 4- -Д—~ {г г,)

а {г. у) =

Г) 

Гс-/

г {Г г, - у} 
гг—1

при у г

при г у

Составим аналогичное уравнение для разности (л-гО-го и /1-го шагов

< ч
Чг, 1 — и„ - | б’(г. у) •/(«՝-/(л - 1) - Д. (п) (и. ։ - ип) -Г

<•՛

Н /„ (л)(<м-1 — и«) - /, (л 1)(н' и, _։1 —(п — 1) (и., — и„-։)} ду 
(10)

11о формуле Тейлора второго порядка для функции /(л) п точке (н—1) 
имеем

/(л) /<л ОТ К «,',_։)/и(л —1)4-(лл֊Мл ։)Д(л О

-уД-СМК <_։)2+֊֊Д(^)(«л «л О’- 
Л л

-Ь /г, л (М («в 1,п I ии» “ и՞-։)

/ Н. г и- ։ТЧмя֊ <6.-0. г,
гле (9„)--------------------------------------------------------------------------------и т. д.

Подставляя последнее выражение < (10). получим

«„_։ и„ = С (г, у) (ГТ) (<Д - Д-О' ("о.) (п.։ — а«-։)'՜

+Л.и(М(< »■>’.) /’•(л)(<1 — Т)֊-

Т/«('0(«—I — М» <{У ио
5 Извелтия АН Армянской ССР. Механика .X՜-՛
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Здесь без доказательства отметим, что из сходимости функции мЛ(г) «ле
тует сходимость п среднем их первых производных.

Далее, в виду того, что

max 6*(г, ։/) - ~~՜

из (И) следует неравенство

i
I",, j ««: j {у 1тах1Л- ("й■ и‘,-։>2 *

I f', {fj») i («•» ֊ «>• О՝՞] - & ' < — I -4

՛ ;V «J j <v 0$)

где

/м max!/ Д'1,,) max I и.. мЛ-1|, Л՝' ֊ nux |/։‘. (.՛?) ,

В силу равенства, справедливого для любого П,

I
| -",М/ а»н|1с «4^=°
J

имеет место

! i
М и‘п — и^. I dy — J N | j ип ' dij О

и тогда с помощью максямизаикк и ннтегрировання из ( 12) получим

. - </-ге)2 г. ...
max J м., j и., ’ —------------------- -  | - max |м։1 м., ։ i

2 [4 q(l-r,)‘|

ртах I Мп м..-։1'] 113)

где

- max |/‘. ('Л,Г, р тах|/*(0„)|. q тах|/'(п)|

И.ч иеракемства (13) можно перейти к более простому неравенству. 
С этой целью рассмотрим разность

/

мл(г) мп֊։(г) и>. (г.) ֊ Мп-i {г.) j- Цм^ (у) и/1_1 1у)]</у

откуда, учитывая условия
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ип (г,) = ия֊\ (ге) 

получим 

Г
'МН- = 1|м„(|/) Ч,_|(*/))</у 

V

ИЛИ

К (г) — м^1(г)|=

В силу нсрапснстпа Бунякоиского

[м„ (.-) и„ 1 (г)]՛ • 1г

Заменив справа г через I. усилим это

[мп (г) ֊ и*. ։ (г)]: < {! — г.) (ип

Г ) ( <". мл.,Г*</у 

исралекстпо

откуда с иомоЩою максимизации и интегрирования имеем

max । и„ — 1 !: (/ - г )- max I и \ - пл_։ |

Подставляя последнее неравенство в (13). получим

max 11/„ j — ил I Вmaxi я’— (14)

где

U г'> (՜ р(/֊ rV J

2|4-г7(/֊гЗЧ

Для дальнейшего преобразования этого нсрг*гнства нам необходимо за
метить. что производная м/ ввиду выпуклей тм графика функции //., в пер
вом случае и вогнутости графика во втором с - учас. принимает наибольшее 
значение ил концах интервала (» , 0 !'ак. при //,<!//,<// функция и»' 
принимает максимальное значение в точке ' г .а при //<Г//,<Г//: — и 
точке г = I.

Принимая без строгого доклза ссльс ։ва м н.лтпниость псе чедолатсльно- 
СТН {/С.՜} (причем для //,•<// // гга последовательность будет монотон
но убывающей, а для /?<.//,<// монотонно возрас г аю щей), по (14) 
можно доказан! сходимость методе и пан к опськи тмзгретммгхтн любого 
нужного приближения
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По формуле Тейлора первого порядка для функций ип ՛. и и, в точке 

г имеем

</« ։ (г) - Un , I (г) 4- U„. I (г) (г г) ֊7֊ R.

ал(г) = нп(г) и. |г)(г г) 4-л

где г — г,- при

(Г *, = „.(<) (Г r..<; r

c. £•

и r / при H<C ILy, r

11одставляя в (14) полученные таким способом выражения для 
и, и (г) и tin (г) из (15) и учитывай, что м„(г. ) = «.-> ։ (г )» П/. (/)- 
= и„ । (/), получим для первого случая

(/ г.) max | U;( , (г,) — //n (г.) I < max I (r-r.) [wn (r. ) — un ։(r։.)] -

-I (R., — /?..)! <_ В max n„_j(r) нл (r)

Имея ввиду вышесказанное о наибольшем значении крон а под ной функ
ции это неравенство можно натесать в виде

о
«;(г..) — ип Л'-сХ֊------- maxi и — ։<_։|'- (16)

I— Гс

Для второго случая аналогично имеем

' В
и.. 1 (О — «О < -,— max 111'п— 1։п֊\ I2 <17>

I— г с

Неравенства ( 16) и (17) можно выразить одним неравенством

max ! г/ ։— u‘t (г) | < - ------  max | и'н (г) — , (г) |- (18)
I — гс

Сходимость последовательности (т)} зависит от величины с,. Если

с, = -------- max I и\ — uiy | < 1
I r.

то. как показывает ( 18). эта сходимость будет квадратичной
Из неравенства (18) можно перейти к неравенств}

1 <(г) <+։ U) I < гту >nax I <-I ’
откуда видно; что последовательность {и, (г)} сходится равномерно к не
которой предельной функции нп,(/֊). гак как правая часть этого неравен
ства не зависит от /' и с громится к нулю при П—оо. Далее, учитывая моно- 
юнность последовательности {«п}. из неравенства
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! Ип ։(г) ։?в (г) ! < Втах 1«^՜՜ "й ։Р

вытекающего из (14). следует ..авн.мерная сходимость посчгдовательности 
{«;)

1п՝ДЛ’., (/•՝ о (г) 
'I ֊•

Предельная функция •՛•(•') будет удовлетворять интегральному урав
нению

Г:՛

ч(г} —/с(г) I а (г, г/) / (м) <7у

и гем самым является решением исходного уравнения.
Найдем оценки первоги । приближений последовательности {-’Л,).
Из неравенства (18) для первого случая (//,<//'.< Н) имеем нера

венства

(19)

а для второго случая — неравенства

(20)

Складывая неравенства ( 19). получим

(21)

Аналогична из (20) имеем

(22)

Неравен? ։ за (21) и (22) верны для любого г из интервале. (сг, /՛), .поэтому 
эти неравенства можно объедини: ь:

1 ” <՛ тахК-^К — Х; с? (23)

Учитывая неравенства (19) — (2Л). на с-сн^пе иераиенстна (14) получим

шах | 1 — и,. | <. (/ — гс) с]

и— I 
тах , и„ — и։ ' < (/ Гс)• V с’_
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max | u„ - r.% | -< (/ - - rj v cj

Переход •< ; пределу »ри Rr*1»; ИЗ последних неравене i $ получим

шах | и (24)

Л>
max 1 и — и,п ] <՝, (I г.) V 

п —м

.п , сГ(/֊Ге)
С‘ 1՜ с? (25)

Неравенства (24) г (25) являются оцедкамя соотпезстченно для перво
го и л’|'-го приближений.

Найдем ошибку, которую допускаем при хинеаризации уравнения (2) 
четвертым способом при решении этого уравнения с условиями (5).

Первое приближение, полученное из уравнения (2) методом кйазилк- 
незризанин, есть уравнение

а'։ — w2 (| 2и0 — II) + = (w։ — «о)--------wj (26)
l'2«o r

5 равнение- (26) совпадает с линеаризованным четвертым способом уравне
нием (4) при

Решение уравнения (26) с условиями (5) имеет вид

«։ -Н«+(«։ Ц,)Ф։(‘'«г) — («з Пи)4\ ( •՛/ )

где

Ф1(с-г) = Д’ (/о(”'г) К^( ՝!) - (от) /0(■•֊/)]

Ф- (-г) Л? [/„ (v«r ) А*() (<•</•) — л'5 (>->г ) 4 (>«г)|

Д’ ’ = /0 (е«Г. ) Х‘а (<■•/ ) Л', (<МГ€ ) /0 (">/)

1 /\ — М'эдг.։|>ициропапиыс функции Бес.еля нулевого порядка соотзег- 
.стпенно первое» и второго родов.

Тогда, учитывая, что

/(</, и, г) = ч.:(] ‘2и — Н) —
г

q = max i Д \0)1 = max ֊^= —
I ri

- ֊ так 0О) i, р max I/.' (Go) I = max . .
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для первого случая, то есть при случае перетока жидкости из нижнего го
ризонта в верхний (Н,<Н,< Н)

а для второго случая (//<//,* Н:) 

ш։ 1'Л
■■■- -:_1------------=------------------------------------------------------- --  — п -----
2 I 2 |«п 4- («| — м0)4»։(о*г0) -г (и. — иф)Ф. (лГф'| //

Поэтому в перлом случае

С1<2[4/у"’ ”ч/Г-ГЛ'|ЙГ11“‘ ®

где Л. — корень уравнения

±!±^1 ф = — (,-1.2) (28)
<1Ъ (•-•»г) мв — и։ </г

и во втором слу час

„,3 11 _ г Р
<?1< ----- 77.— ...д,. I (и* Ф։ ’ ■’(.) - («4-- «о> Фа С29)

2|4/7—<՛■• (I — г( г]гг

где Г —корень уравнения (28)

В частном случае при //. = И\ = И (и,=ц — и\ учитывая, что 

г0 = -—-՝ из (27) и (29) соответственно получим

г < _ *!(1 ֊ №С1 <՝2Й3[4// г։);]

с՜։

4''-֊^)+^'-^) (30)

՝••՝ (1— г^У | 
2Я֊ НЯ е,-(/

(и — и^)

СП)

При доста от малых <о оуемхи 27). (29) (31) представляю? ма
лую величину порядка <в;(/—г.)*, то есть

с։ | •>(/ г )] 1 1/։ — соп*1)

тогда и силу кгрлвеистил (24)

тзх|п|—шлх|и| <С"‘(/ г.)1.А.Б^

причем для (27) и (29) имеем соответстоенио

л Н՝՝ 1 1
’ Нг ’ Н։

Р : («։ Л«)*?։ (|О;— ил)ф. (-Г„)| 
^АН--.^Г-г^]
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для (30) и (31)—с оо та стс г вен и о

А2 = №
/?

и Л.,= В* — (и

>о есть расхождение между решением исходного нелинейного уравнения 
(2) и '.инеаризованного четвертым способом уравнения (4) есть малая ве- 
чичнна порядка |с«>(/—г) ] *-

Чтобы найти оценку при первом способе линеаризации. рассмотрим 
линеаризованное «гим способом урапмгнис (3) и следующее уравнение, яв
ляющееся первым приближением •։.՛> лсдоилтелыккти кв.։ «илинсарилопан
ных уравнении

Ь\ /(Ло, Ло) /л (Л , А01 (Л Ап) т /а (Ли, Ло) (Л։ Ло)

; .։<• /. некоторое нулевое приближение и

При ПОС ГиНЯНОМ 11 „

л; -(А, /,0)--£֊(//-*„) (32)
А. Лу

Уравнения (3) и (32) тождественны при А, —А.„ =Н и поэтому оценка 
для первого приближения уравнения (32) будет оценкой и для первого спо
соба линеаризации

ЕрГВИЖКНН »•ЛСАНТГЛНИМеСКНЙ И>- п»7‘- 

нм К Маркса По тупил.» 17 1! 1976

Ռ 1Г. 0Ա!41էւՂ311Ն

ՈԼ» ՃՆՇՈՒՄԱՅԻՆ ԱՌԱՆՑՔ ԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ՖԻԼՏՐԱՑԻԱՅԻ Ոճ ԳԾԱՅԻՆ 
ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՃԱՎԱԱԱՐՈԻ1Ո.ԵՐԻ ԳԾԱՅՆԱՑՄԱՆ ԵՂԱՆԱԿՆԵՐԻ

ԳՆԱՀԱՏՈՒՄՆԵՐԸ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

/?• գծային • Ա/վասարու մների սշգրիէէ/ [ածումներ գտն1/յր (քաս/1Հււ/4 / մա 
թեմատիկական ք/ծւ[արությունների Հևա

Ա//ք պատԱաոով ոչ ճն չու մ ա յին ֆիչէորա չքի ս/ էի ,ա վ ։ս ս ս/յ/.-ւ ւ մն հ ր ր րէէձէէէմ 
ԼՆ է/ծա]Նտ //ման եղանակներու/

1հսկէ//քն, որրան '.աչանի Լ. ղոչո/թյուն չունեն տարրեր ձեեր/ւ/ք կատար

ված /քծս/չնա չք/ւ/մների .՛ ե ա 1/ ան ր ո ւ/ աոաչաչքող Հնտրավ որ ւրի< ։///ների Համար 
էքնւսհ աս/ւ/:կս/ններ/ Աչի/աս/ան րո» մ ■եՆվելով րւ/ ։// /) ի ղծ ա յե ///ց մ ան մեթոդի 
</րա . »/ ո աչաք/կ<1 ա մ Լ եղանակ . որր ՛Նարս/ վորու//յուՆ I տս»{իս որսշերէւ ա (ն 
ւ/ի/ա/ի մ եձ ա }1 յո/նր , որն աոաչանու մ I ոչ գծային գի ֆ ե ր ե\> ր ի /// { > ////(/////>// ■ 
րոէմր ււ/(ն I. գ ւ/ւն ս/կ ՚ւ// գ ծ///յն ա րն ե չ ո > էք
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EVALUATION OF MODES OF LINEARIZATION 
OF NON-LINEAR EQUATIONS FOR NON-PRESSURE 

AXISYMMETRIC FILTRATION

R. M. BARSEGHIAN

S и in m a г у

The solution of non-linear differential equations for the non-pres- 
sure filtration theory is of a considerable mathematical difficulty. 
Therefore, various modes of linearization of these equations arc in ns-?. 
However, no strict substantiation of inodes of linearization has been 
available so far.

The present paper describes the method of evaluating the errors 
in the inodes of linearization, thus enabling to substantiate the appli
cability ol a particular method in question.
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