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ПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ 
С ПОПЕРЕЧНЫМИ СЕЧЕНИЯМИ В ВИДЕ КРУГОВЫХ И КОЛЬ
ЦЕВЫХ СЕКТОРОВ ПРИ СОВМЕСТНОМ КРУЧЕНИИ И ИЗГИБЕ

Задача пластического состояния призматического стержня при сов
местном изгибе и кручении впервые рассматривалась в работах Гандель- 
мана [1] и Хилла [2]. в которых получено уравнение задачи для идеаль
но жестко-пластического стержня. Позднее Пехник и Жичковскнй ' 3. -Ц 
рассмотрели решение задач для прямоугольных и круговых сечений. При 
помощи некоторого полуобратного метода в работах [5. 61 получены урав
нения. определяющие напряженное состояние упрочняющихся призматиче
ских стержней при совместном воздействии крутящих и изгибающих мо
ментов и получено решение для кругового кольцевого сечения. В настоящей 
работе рассматривается напряженно-деформированное состояние призма
тических стержней с поперечными сечениями в виде круговых и кольцевых 
секторов при совместном воздействии крутящего и изгибающего моменте», 
приложенных на концевых сечениях (фиг. I). Материал стержня подчиняет
ся условию изотропного упрочнения.

1. В системе цилиндрических координат рассмотрим призматический 
стержень, боковые поверхности которого представляют собой координат
ные поверхности г = К,. г= R и Н = — <4 (фиг. 2).
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Имеем [6| компоненты тензора деформации

2- - Ar sin 6 4- 5r cos 5 -L с

1а-0. —'
or • ft; г <6

компоненты тензора напряжения

зг = 3^==.^ 0, z. = О {Ar sin 4 ~ fir cos б : С)
2 z _ , (1.1)

S^A7|3.Z)^. 5/(2. О (г * ֊֊■)
дг \ г ди /

Здесь - , ’г_, представляют отношения компонентов напряжения к 
26’ (6’ модуль сдвига), / заданная пункция, характеризующая 
закон упрочнения материала стержня с некоторым физическим пара
метром > (0 с; / :֊-\ Для лииейно-упруч ого случая /(а, 0) 1. 4,

// С, /•'—постоянные, определяемые из статических условий, ՝г ис
комая функция г и

| -у (,4г Br cos (> - Су Е 1 о;

;;н п-исияиость деформации сдвигов.
Перемещения имеют вид

Н ֊ (.4 sin б- /՝՛ г:>, 5| (г 2z I---- - -Сг

г -՛ (4 cos С В siir՛.՜) I < 2У) • lErz
4

ю — '2Е‘{г. <) - Arz sin ’> -r- Brz cos •' (.՛:

Задача сводит-.я к 1!ну|реяпен задаче Неймана относительно функции пе
ремещения у՛ |6

'±\ = 'L(S)
г ds 2 '

(1.3)

где • расст.-яние точки контура 1 облает։: 12 поперечного сечения стерж
ня с-т начала к .эрдпна.. ՝• — дуга контура, а V - напразлемиг внешней нор
мали контура. ।
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Решение (1.3) ищем в виде ряда

(1.4)

Тогда (1.3) сводится к граничной задаче

= 0, когда (г, 0) £ - 1’ -- 
(Т5)

о ?о _ d / г\ \ 
dv ds \ 2 '

когда (г. 6)(:Г2

н системе рекуррентных граничных задач

Д?„_։ 6Л, когда (г, б) 2֊ Г 2

дЬ , . Л (1-6)
֊— 0, когда (г, б)^Г2

о՝»
(п - 0, 1, 2,...)

где (1.5) определяет линейно-упругое напряженное состояние стержня 
[9. 10]. В (1.6)

О» — V grad 4 grad F„ k (1-7)

где

FAr. 0) =
i d" 1)пА- 

(«4՜ 1). ^,п 1
А («>. '} — /(-. ')> - Е\ »<

= —■ 3. (Аг sin б Br cos rJ 4 б7)։ 4֊ ( —) (г 1 — - - 5' '*1’ч-
2Е \ or / \ г дЬ )

...0 = — (Лг sin 0 + Йг cos « . С)'- + г֊-2-!—° - чгас1=.„ (1.8) 
4Е- ОЬ

°՛՛՛=2 4՞ sgrad л-grad j‘"к
k 1

Известно [9. 101. что

2. Рассмотрим, вопрос об условиях существования решения задачи
(1.6). Для этого необходимо и достаточно выполнение условия

f f =о

3 Известия АН Армян, кои ССР. Мсх >|| ix № >
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Из (1.7) и (1.9) заключаем, что это условие выполняется, если — не- 
четная функция по К. а последнее имеет место, если ф. нечетная по 0. а 
Р» — четная пи 0. Но /... будет четной функцией, если в выражении (1.2)

или 1) А 0, В у О, С^О
2) А 0. В - 0. С = о

(2.1)

3. Решение задачи (1.6) ищем в виде ряда

ОО

4 . jlrlsinAtO (3.1)
* -1

ос

разложим । ряд Фурье ։| упкцы ֊ Qn х' п (г) sin Г-. Подставив

разложения и Q„ в первое •. i .ннение (1.6) и сравнивая коэффи
циенты рядов левой и правой ՝. -.ст-.-'.', для одной и той же функции, 
получим

а. , .. <ri ■ — a. n_։ (ri - а. ,{г) ,, , (л). (Д- ֊ ’. 2, 3, ...)l3.2)
г г՜

Собственные чи.ла л - — (24 '.I определим из граничного условия
2а *

(1.6).
Общее решение уравнения (3.2) будет

(3.3)

Постоянные С, ; С. определяют я граничного условия (16). которому 
удовлетворим, принимая а[ п . (л\)--0, „ ։ (/?*) —('-

Для коэффициентов я. , (И имеем

С՜) = — С?г ?) в!п )*•?</•?
- «•

Подставив значения ах п ։ из (3.3) •; (3.1) после некоторых преобра
зований, вводя при этом бсзразмс} тыс координаты ■, / А\, ' — ;
приводим его к виду

Г. ...

। де £ (’.. ,. 0) функция Грина для рассматриваемой области в виде
кольцевого сектора, £= £0(-. т„ 9) при ' ֊< <, /- — £0(/;, ?)
при 7 >
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При/?!— О отсюда получим функцию Грина G(Z, ?; т4, 5) для об
ласти в виде кругового сектора. G — Д, /„ 0) при С < yj, G'= 
= Go(-,. б; е) при

Go (>. ?; ri. $) = -- У' * (к - ГГ *) — sin /4? Sin >.к {J 
4 i '•*

Прссум.мирозаз последнее соотношение, получим

В случае степенного упрочнения имеем Д = (Е' . При этом из
(1.7), (1.8) получим

Ол ֊ — -г — grad % jp-ad
(3.4)

Qn =—— ■ — У grad •>., grad — X' (n - 1. 2, 3,...)
wo C/J '-■■Г,- “1 

где принимаем ;но из условий (2.1)
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4. Рассмотрим вопрос 
кона упрочнения. Так как

сходимости ряда (1.4) в случае степенного за-

71. ')

то достаточно рассмотреть сходимость я случае Заметим при
■■том. ч го первое уравнении (1.6) удовлетворяв։ условиям, при которых 
справедливы априорные опенки Шаудсра [7]. Так как 4՜ принадлежит к 
классу СТ , (О \ 1). то из (3.4) следует, что (Л принадлежит Сч.
Следовательно, >, принадлежит С\ (,, и согласно (3.4) (]„ нринадле 
жнт С-., а <п — С1~;у.

Введем норму в Сз+а,

. у V ՛. IА , — шах Л (Л?) тах ...
лк.- и.м М.\г

Гак как т(Щ
<4 '9' !•

МЛ' определяется из условия

тах
.’•! Х(.’-

м) -/.(■

Л/.У 1

՝.՛> для сходимости ряда 0-4) достаточно показать сходимость ряда

1'>о
Из (3.4) будем иметь [ Сй

где

т( *’) . Л , । / 1 1 \ IС:=т„ определяется из ус

Л О ВИ я

а М!^՝ “
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г. Л/) ֊£(•:, ?; Л01<^

шах
•Ч.Л'с-ч

Далее, используя эту оценку и априорные опенки Шаудера
:Г<<-,1 ОИ (О

где г,— определенная постоянная. . ..висящая от геометрии области [7, 8]. 
получим

|<|. I/X, I < е4</„
• ч—1

где ЛО- А •! (п 1,2,3....). а с4 определен-

над постоянная, зависящая от _ н с5. Используя эту оценку, из (4.1 > 
получим

|(2Л<С>[ дп [С?п-|1 - У I 0. •• </.. . V 1СЛ. И'/*) (я 1. 2,3,...)

(4.4)
где с определенная постоянна*. зависящая от с- и <.> 

Предположим, что до ггого члена имеет место неравенство
(?.. |^.Кп К п, где А՜. ? и А’ некоторые положительные параметры, 

причем р>1. Выясним условия, при которых оно нмес: место и при 
п - 1. Используя неравенство

.V-! .у • ։
У А (.У-аг) ֊—/V

4-1
из (4.4) получим

1С-.К К(п 1)՜ /Г;'' а}Я а0А?) ('I б, 7,... I
откуда следует, что/? определяется из уравнения и..^ «./?• а..^ 1.
где

—к-.

2’ -.+2:1Ц.14-2?, ,7.- 2Л|ТА՛.-; ֊ ^—уА'-, )с.

ви=(2?-։ 29з-2? ИЛ1 7-2ИЛ1 + ? —гк

К тах|’&| (к - ], 2,..., 5)

Таким образом, имеем '1 <2-, ,| Аг/ — \ ч (« — б, 7, 8,...),
\ А ,՛

откуда заключаем, что ряд (1.4) сходится абсолютно и равномерно с 
радиусом сходимости /■ - R. Из (4.2), (4.3) и из последнего неравен- 

со
ства следует, что ряды, составленные из производных V / /2/х-, 

л=4)
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У >' О'"'^, также сходится абсолютно и равномерно с радиусом схо- 
к -(՛
димост и / — /?. Следовательно, допустимо дважды почленное диффе
ренцирование ряда (1.4).

5. Рассмотрим случай полукругового сечения (<% — .! 2) при совместном 
воздействии крутящего и изгнбаинцег . моментов, принимая второе усло
вие из (2.Г).

Разложим и ряд по ' функцию /<։ (ч>, ■'•) — (Е''՝<)՜

ос* , к со
/(•. »-) - ։ 4- £(-'1)*^?1п‘(Е։щ) = 1֊> V ?Л +

л֊: А-1

У( -1Г-£1п‘(£М 
— о (5.1)

Согласно (1.4), п первом приближении у = у0-; Подставляя по

следнее выражение и (5.1) в (1.1), имея н виду, чти —— —
()( _{)

= 1п (Е3<"0), получим

3
-у ,5։пО[1-/.1п(ЕЧ)]

Е г!) Е I и\х {№,,՛(„ 'и
аг, Е։ | дгх

А\г,
I Г ■. . . ;•■.՛ 

!<}
лз..^1п (/•;- д ֊

—л—111 15’3)

где = ՝% (Ау,. С'). При -0 получаются упругие решения.
Из (1.9) имеем

՛'*՛- ! ( 6)

м(^л. 0)

Ш ?____ зЬгО_____

. 1?„41сЬ-|֊г
81п (г 1п 7.) (1с

со» (г՜ 1п ',) в:
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Для производных »| * будем иметь

*> л (ж '(
<>ц .) •* в??

-<■: [:г: 1’ <?.</?;, <е)֊^ 
М ,՛ з дЬ

где

Г'Л.(А '.. ; ' ■ ՛ ?) '7} (А1.-. _т)
R} <

2 е)
Г/. д'й

и.

г)

9 'г-.,(АЛ

2 -) IА/. ■ '
R? <\ сл<)- А?? д-£

: ,2--7/^
<?: ..... с, -) I 2 \. е / • ■ а. 1?^:

2 ՛■•-:. '.А.:, VI „(АЛ. V) -
а:' (R гу I "л»?

2 ^-г.'АД. =) •/, I
Кл> <!: I

П 1СТ0ЯННЫ՛.՛ .-I И /•’ Я (.5.2) . :.։ с. \#к>гся из стлтическях условий нл 
Тср^ех

.V. -1.4лД 1՛ /, -.т.•••••! •!□[£=• «л, 0)] Л

Е1< ֊- |„1£։՛.■■.,(<;. 0)1
.1 I сб

; ^с(Аг ... 1 1|п|£,,и| О)1ЬУ 
(?У |

где — изгибающим момент относительно оси х (фмг. 1). У1к — крутя
щий момент. Отметим, что если .ч. чмем первое условие (2.1) при С = 0. то 
получим изгибающий момент относительно оси у. Случай В = 0, С=?=0 и 
Е~0 будет соответствовать совместному кручению и растяжению стерж.- 
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мя. Как частные случаи отсюда получаются решения пластического круче
ния пли изгиба.

Фиг. 3.

Эпюры распределения напряжений з сечении при ?.= 1 4. R см, 
/! ֊ I. £ 2 приведены на фиг. 3 Этим значениям А и £ соответствуют 
М. 1.1 G, Мк = 0.8 G.

Айтор выражает благодарность проф. М А. Задояяу за постановку 
задачи и постоянный интерес к работе.
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•И Վ. ԴԱԼՊՃՏ1ԼՆՕ4.Ա.ԿԱՈԻՆ Н ՇՐ,9ԱՆԱ:Ո»Ն ՍԱԿՏՈՐԻ ՈՎ ՈԻՆ1;ՑՈՈ, ԿՏՐ՚Լ1ԱրՔՆեԻՈՎ
OlPl’UirikSHi <1П‘1.Ы'1« Պ|.Ա|)Տ1ՊՍ.ԿՍ.Ն ՎԻՃԱԿԷ шипи.

1»Վ ՈԼՈՐՄԱՆ ԴեՊ4-’ՈԻ11։

Ա մ ւ[ւ n փ ո ւ Ա
li\սոէմնսւսի[ււ(էւէմ Լ о դա կային ե շրջանային ւէԼկսւորի ձհ ունեցող կտրր- 

ված //հերով պրիւ/մս4ոիկ ձողերի պլաոտիկսէկան վիճւսկր, երր ձողի ձւսյրսւին 
կէէէրւ} ած թնե/էի էԼրտ կիրաոՀե/ են ձոող էւ n/tit/ող մ ո մ ենւռն L/tt Ձողի նյրրւ^/ւ 
ենէ1ւ"րկվէէւմ Լ իէլոտ/ittuj niü'/ttt/n/նղման;

ե>նէ/իրր /ւեր>(էէւմ I, Աէեղափէւխէււթ/ունների ֆ ո ւնկ ց ի ։ււ չի նկատմամր երկ- 
I1"/"/ եէ/րա/ին իէնէ/քւինւ R-/'] !Անորի /(էէծումր փնտրվո< մ ( ա ւ/ւէւիհանաւին 
Հ՚ո/ւք>ի tttlitttinil, րստ որոշ !իիղիկական պս/րոէմեսւ/էի հ Հէսնգոցվէէէմ րհկէէէ.ր> 
րենէո երկրորղ եր/pttt ւին ի/նէ/իրների անվերջ Հս/մակարրքիէ ՝!tiin ttcgilում են 
ա/դ իէնղիրնեյէի /ուծ ումներ/ւ և grtL/n Լ արվոլմ ջարք>ի ւլո tt; ա մ ի տ m (I j/էէե ր :
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հ ի ма/շրջանի կարվածքով ձուլի Համար կատարված I, թվա լին Հաշվարկ 
և ր հրված Լն լարումների Լ սլյուրան /,րր:

THE PLASTIC STATE OF PRISMATIC BARS WITH 
CROSS-SECTIONS IN THE FORM OF CIRCULAR AND RING 

SECTORS UNDER JOINT TORSION AND BENDING

P. V. GALPCH1AN

S u in m a r y

The plastic state of prismatic bars will՝. cross-sections in the form 
of circular and ring sectors under the joint effect of torsional and 
bending moments applied to the end sections is considered. The material 
of the bars obeys the condition -if isotropic strengthening.

I he problem is reduced to a second boundary one with respect 
to the function of displacement. The solution of the latter is sought 
for in the form of a power series by some physical parameter and is 
reduced to an infinite system of reCurrer.t second boundary problems. 
The solutions of these problems arc presented along with the series 
convergence.

For a bar of semi-circular cross-section a numerical calculation is 
made and stress diagrams are drawn.
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