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Искусственные спутники Земли (ИСЗ) все шире используются для 
обеспечения передачи информации. Приближается время, когда «спутники 
связи станут основой Всемирной системы связи II]. Поэтому возрастают 
требования к поддержанию синхронизма обращения группы ИСЗ и их ре
гулярного расположения друг относительно друга в пределах группы, на
пример, в вершинах правильного многоугольника [2]. Вместе с тем, изве
стно, что, как и всякое небесное село. ИСЗ претерпевает возмущающие его 
движения воздействия, среди которых можно указать; аэродинамические 
возмущения, возмущения, вызываемые притяжением Луны и планет, ано
малиями гравитационного поля Земли [31, а также давлением солнечного 
света [4| и корпускул солнечного ветра, взаимодействием поверхностного 
электрического заряда ИС 3 и его проводящих и магнитомягких конструк
ционных материалов с геомагнитным полем [5]. [6] и ударами микроме
теоритов.

Следует отметить, что и-хника намерений орбитальных параметров 
ИСЗ непрерывки прогрессирует: и настоящее время точность определения 
положения центра масс ИСЗ достигает I .и [71 ив перспективе, как сле
дует из опубликованной программы экспериментов с ИСЗ «Гсос-С», с по
мощью лазерной локации можно ожидать 1 с.н [8] и менее.

При этом возможны два подхода к теоретическом} описанию движе
ния ИСЗ и интерпретации измерения его орбит.

С одной стороны, можно продолжать наращивание количества возму
щающих членов в уравнениях небесной механики и обрабатывать получаю
щиеся громоздки« дифференциальные уравнения с помощью ЭВМ.

С другой стороны, кроме указанного детерминированного, возможен .» 
статистический подход Гак, например, А. А Красовским |9| отмечено, что 
движение спутника всякой реальной планеты должно описываться стоха
стическими уравнениями, поскольку кроме «правильной» составляющей 
гравитационного поля, соответствующей «правильной» фигуре однородной 
планеты, имеют место гравитационные аномалии различных пространствен
ных масштабов (материковые, региональные и г. п.), связанные с нерегуляр
ностью фигуры и распределения масс планеты. Поэтому входящие в урав
нения движения производные гравитационного потенциала вдоль траекто
рии ИСЗ содержат случайные функции времени, возникающие благодаря 
наличию указанных гравитационных аномалий. С развитием лазерной тех
ники траекторных измерений, открывающей возможности определения все 
более тонкой структуры и граскторных возмущений, сформулированная в



24 А. А. Абглряч. M, И. Ккеслсп

[9| задача статистического описания поведения ИСЗ на орбите с пс мощью 
аппарата уравнения Эйнштейна — Фоккера — Планка — Колмогорова 
(ЭФПК) будет становиться все более актуальной. При этом представляет 
интерес распространить статистический подход и на описание влияния дру
гих возмущающих факторов, упомянутых и начале »той заметки.

В плане обоснования возможности такого подхода приведем следую
щие соображения качественного характера. Возмущения за счет гравита
ционных аномалии, притяжения Луны и ближайших планет, аэродинами
ческого сопротивления, солнечного светового давления и т. и, действуют на 
I 'СЗ независимо друг от друга, некоторые из них известны до сих пор лишь 
по порядку величины. Результирующая возмущающих воздействий содер
жит высокочастотную компоненту, создаваемую мелкомасштабными про
странственным.։ неоднородностями я кратковременными возмущениями. 
Эта высокочасто։пая компонента при наличии эффективного демпфирова
ния возмущений, стабилизирующего параметры орбиты, так что последей
ствие каждого отдельного возмущения подавляется, может быть представ
лена па некотором конечном интервале времени как стационарный случай
ный процесс ?(«). При этом можно надеяться на достаточно компактное 
решение проблемы, поскольку результирующая случайная функция бу
дет соответствовать марковскому процессу и удовлетворять грсбонаниям. 
оправдывающим применение аппарата уравнений ЭФПК. Низкочастотная 
компонента возмущений, если она не подавляется в результате демпфиро
вания и нс приводит к движению с перемешиванием п фазовом простран
стве за счс! коне много времени — релаксации | 101, может быть учтена де- 
герминнрованнэ.

Запишем уравнения небесной механики для плоского движения [11]. 
вводя в их первые части компоненты случайных ускорений п я

= ;2 (П.

14 V,
14 Ф —- = =г 4 а%(0

Предположим, что интеграл второго уравнения системы (1) можно пред
ставить в виде

,/Г/
=МН|1 1֊>И/)| (2)

а(

Это означает, что закон площадей соблюдается квазистационарно, в пре
небрежении изменением радиуса орбиты за один оборот, и что случайные 
мн: спинальные ускорения создаю։ случайную составляющую орбитально
го момента количества движения ИСЗ. пропорциональную некотором слу
чайной функции Кпланетацноиарное монотонное изменение парамет
ра '.՛ (Г) возможно при тонкой коррекции орбит с помощью корректирую
щей двигательной установки, создающей малое тангенциальное ускорение 
%(')•
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Таким образом, представляется возможным описать эволюцию поло
жения на орбите, близко»։ к кр'Гоаон, правильно»՜։ синхронно»։ группы 
ИСЗ, создаваемую их бортовым»։ корректирующими установками, с учетом 
случайных возмущении.

Поясним более детально используемое нами кпадмстационарное при- 
бХижсннс. Представим радиус орбиты и угловую скорость обращения и виде

?о(П f МП

(<) ■ ld֊\ 
dt \dt '0 V dt

»3)

где

h(/> :<>('). MO M'M, >?<,(/)-() (■«)

Это означает, что регулярная нсвозмущаемля случайными силами сос»ав- 
ляющая рад нус .i орбиты зависит от врем*.ни как от параметр.։ и и соответ
ствия с Принятым к ши։Н£ таи попарным приближением се производными по 
времени можно пренебречь;

Используя первое уравнение системы (I) и (2) с учетом (3) и (֊)}. 
имеем, удерживая линейные члены пи ։|. и кубические по х- »՛,,՛'}՝

где ~q(/) [dt dt)(, | •։ ■■ мгновенное значение возмущенной угло
вой частоты обращения, = :3 ՛,. ('), в уравнение введен член 
—2э.(1ф*г՜') л-. характеризующий нелинейное демпфирование колебаний, 
создаваемое бортовым корректирующим устройством и гарантирую
щий, как будет показано ниже, устойчивость ИСЗ на орбите при 
принимающих целочисленные значения, билыт-»՛ единицы. Дальнейшие 
расчеты будут проведены при •* - 3.

Полученное уравнение для малых относительных возмущен!«»՜։ радиуса 
орбиты ИСЗ нс пн в а лент в о уравнению одноконтурного генератора. режим 
работы которого претерпевает некоторое систематическое и м m.inc и слу- 
чайные возмущения, в ։ом числе и парамстрнчсчкпе. Интересно 
что цррвоначллыш методы описании систем г параметрическими позмуии ■ 
пнями, получившие широкое применение И развитие в радиофизике, были 
ши. ».плены Л I! Мандельштамом и связи с проблемам»։ небесной мсха- 
><11КН 112|. Диффгрги1»плм.и и՛ \равнение (5) содержит случайные коэфф։»- 
ЦНОДТЫ « .поэтому и процессе его решения должна быть найден,։ функции 
плотности распре и- стиля, характер»։л>ющая поведение системы, описывае
мой этим уравнением

Воспользуемся известным методам Крылова—Боголюбова [13| и. ное- 
ля .1,։ме»|1> переменных
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л ֊ - cos x = а (О I sin ?, у = | - (--) d՜ - -t (t) (6)

0

построим эквивалентную уравнению (5) систему дифференциальных урав
нений для определения амплитудного фактора а и фазы <р, которая после 
операции усреднения имеет вид

(/а
dt

З^а՝ , 3a2o 
322՜ ~2՜ rl2 sin 2> — cos՜ sin j 4-

20a’2s ------- ,, . .
-------- X» COS* у Sin у

2<4 — 1  :— 
yHT«s։n? -gT.'ns’n'

d-^ 25 2j
dt 22 42’ — 7*cos V-

20a24
^cos4 -՛

2‘4 ■----------г 1---------- 7
• • _ V, COS'?---------- Lj COS J
al ”

;дс черта над слагаемыми означает усреднение ио времени.
Применяя к случайным членам последних уравнений процедуру усред

нения по Стратоновичу [14]. имеем

с/и За? (Г . .

’₽֊”■ «»

где введены следующие обозначения:

- | За25 . За42’, . . 5а։<4,о , . ...
*’ = $։П ~ 'о՜1,410 • 8։п ' ) ■’“опТ՜ • ■* ” 51П

I — — 2-^*

рть"’ - |’,։'֊Т1Г ■ (10)

~ COS 'Л т..----------- X] COS 4 (11)

п/2 / ’ а/2

Полученнон системе дифференциальных уравнений со случайными коэффи
циентами (9) соответствуют следующие уравнения ЭФПК для плотности 
распределения фактора л и фазы ф:
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ГДе

дР . à \

(?/ да I 
dW д (

/л.

'^а>՜ р I J_ &
322 I

О; 9л2<>2
■■ . _±_1? [}•■9<) Л fl? н

2 C'a

1 ô0-
J41T]

(12)

(13)dt dz I

~п —

2 о

/п, ;։ (/), т: \п. -î с։ •:. • >

Принимая. что время корреляции удовлетворяет условию; ՛. . 
где Д —такой сдвиг ио времен;:, что |« а д | с. а0, |?— 1,

получаем

пгг — Аа — fia՜' Ça' !)а:՛, гп_. — ^ {/) -Ü \14)

где

jej» ta) з??։5„(2Ц)_
• * Ù2 Ô2 2<2?

г. 2'-';50 S ajx(e)
[t = — u- ; —ü~

272'/(2)^ 452^(22) 27Sjx(3Ül
v 42’ 223 42'

2520 /1.2֊>) 252,: / (42)
и ~ 2‘ 421

Для имеем

= А Р а՝С а' - DU" (15)

где

22‘/.(2) 5 22;
О' О о

б՛-’,1,/.;-.՛) 92^(22) з'֊'”л;
L L>ü

9Ч>.(<2) 15‘.!i/(2t>) OüJxOt’j
S’՜՝ (..!Л : 923՜

25'..՛; z (2’2) 25Ü.'.'(4B) 
9<_>< _ф_ 9 O»

■'(2), x^22), x(32i, 7.(42) спектральные плотности случайного про
цесса кз соответстпук-щнх частотах
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о
•$> = \ *п {{ Т') sin 2/sin ((-2t -) (i-

-д 

о

Il 0)’ll (z 4-՜-) sin 2/sin (2/ “)<Л

—A

Найдем плотность распределения Р(й, ?) в квазистатистическом приближе
нии. когда время входит в функции как параметр и можн.՛ полагать

Г/2тп։ 2 2 а З^Г \
Р1 п с; .'\1 7 ° . ।
Р(а, () = —е (16)

С1

где С,— постоянная, определяемая из условия нормировки

\Р(а, ()да=\ (17)

У

Из уравнения (13) следует диффузионное распределение фазы, распреде
ли;։-- хогорои характеризуется нормальным законом распределения

1Н?> И - -=ехрк ~ ----- — ֊ ^֊- Г/ 2# ՝ (18)
I 2л::֊у ] за Г - I

Выражение ( 16) при всех а ограничено и экспоненциально стремится 
к нулю при ч > ос бл.нодаря выбранному выше закону демпфирования.

Для Модельной задачи, учитывающей только гангенциальйые случаи- 
■ возмущения гин.'. стационарного белого шума, получено следующее 
-а:_:попарное распределение иль шести вероятности нахождения ИСЗ на 

околокр\г;«вой орбите з более простом виде | 15]

Р(а) = Са^~ 1 "’•’“‘/[d= ? («■) Г' 1 (19)

где Л(и>). |3(<о). р(ы) положительные функция, зависящие от уровня шу
ми . и динамических параметров системы.

Полученные плотное гь распределения амплитудного фактора а и фа
зы q позволяю։ определять средние статистические характеристики груп
пы ИСЗ (16), (18). совершающей стационарное синхронное, орбитальное 
движение или его плавную -<аднабаjическуюз коррекцию. В случае р - const 
время выпадает из соотношения (16). Отметим, что предположение о ста- 
ционарности уровня случайных возмущений справедливо, конечно, для 
i гаточно малого интервала изменения радиусов орбит.
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Предлагаемый способ статистического описания поведения ИСЗ мо
жет быть опробирован и может совершенствоваться по мере расширения 
информации о возмущающих астрофизических и геофизических факторах 
околоземного космического пространства и их влияния на движение ИСЗ. 
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ON STATISTIC DISCRIPTION OF 
OF ARTIFICIAL EARTH

PERTURBED MOTION
SATELLITES

A. A. ABGARIAA. M. I. KISELEV

S и гл m а г у

Totality of impulses influencing the motion of artificial Earth 
satellites is a resultant random function which is introduced into line
arized equations of celestial mechanics thus allowing to describe the 
behaviour of the satellite statistically by means of the probability di
stribution function.
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