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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ СОСТАВНОЙ 
ОБЛАСТИ. ОБРАЗОВАННОЙ ИЗ ДВУХ ЛУНОЧЕК

Фиг. I.

В работах | I—3| методам Фурье и биполярной координатной системе 
получено замкнутое решение первой основной задачи теории упругости 
однородного тела дли луночной области

Настоящая работа посвящается решению плоской задачи теории упру
гости для составном области. ограниченной дугами окружностей

1. Рассмотрим первую основную задачу теории упругости для области, 
состоящей из двух областей в виде луночек, с коэффициентами Лям< 
п и р4 (Л==1, 2).

В биполярных координатах один из составляющих материалов зани
мает область (/о<^р<?'П - а Другой область (X.
— г. <^а < -с՝) (фиг. 1),

Между материалами осу
ществляется полное сцепление. 
Составное тело нагружается 
по краям 3 — 3А. (4- - 1, 2).

Задачу решаем при по
мощи функций напряжений 
ФА (а, Й) {к — 1,21, каждая из 
которых удовлетворяет бигар- 
моническому уравнению 
Г & 2 <>' о
| ֊ д*‘

+ 2 ֊ 1- 1 п-1)
сП՝

ch у 4- cos 3
где g =--------------------- характеризует масштаб преобразования,

а
Граничные услоння для напряжений равносильны следующим усло

виям для функций напряжений:

Я’М®. ?)l «М’Ь —- I » (4=1,2) (1.2)
Р =>д

Предполагается, что -^(j) и \ (a) {k 1,2) удовлетворяют усло

виям разложимости в интеграл Фурье.
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На линии контакта имеем следующие условия:

,. . ... . . , л. о 1շՓ. (7, 3)11 '71<?Ф-(?-, 3)1
(«» Р) (а. ?) ւ-,_% г ——■■■ = ■ -—֊՜: ՛ 1

Հ3 հ-.% з-з»
(1.3)

»1(«, Р0) — Աշ(*. 30), էՀ(«, /«) ախ, ,\>) (1.4)

Перемещения и. и պ (Д' —1. 2) выражаются через Ф* (?, °) 
(А' 1. 2)

, .? 'Л <ММ». ?) ԺՈՂ (л, 3) ।

ол » = V* ՜---------ЗГ՜ I (1-5)
м,.?) * |^յճ_±!ճ<^) (^1.2)

2’Ղ [ Կ, + «ղ ՀՅ ժ«
где '1Հ (а. 3) (£ — 1, 2)—ангармоническая функция, связанная с ФДа, 3) 
(£ = 1, 2) формулой

ЯЧ1(,. ?> = շ (Լ+2յ,5 ] յ |^г- (1-6)

Функцию Փհ (յ, 8) ищем в виде интеграла Фурье

гф*(». ?)֊֊֊=•[ л«,?) е-(,‘л (* = 1,2) (1.7)

где

Л (/. ?) = Ид- (/) ch / (?* - S) cos (3 - &) Bk (t) ch/ (fi %) cos (3. - 3) ф

-г С\ (/) sh / (3t — 3) sin (3 — 30) Dk (/) sh / (3 — £0) sin — 3) (1.8)

Подставляя (1.7) в (1.6) и учитывая (1.8), для бигармонической 
функции g՝l\. (а, 3) (Д = 1, 2) получаем следующие выражения:

7 ().д. • 2а.) ('ЯЧ\ (а, 3) = - -•-*- 1 G„ (I. 3) (* = 1.2) (1.9)
I 2-(\֊H՝JJ

где

6\ (/, 3) Ак (/) $Ь / (Зд. ֊ 3) СОЯ (/ — ?0) Вк (/) зЬ / (8 — Зо) соя - ?) ֊г

4- С4.(/)сЬ/(,3* ?)8>п(3 ^)-/Л(/)сЬ/(3-30)51п(3*.-3) (1.10)

Условия (1.2) и (1.3) приводят к четырем системам для опреде
ления неизвестных функций А:, Вк, Ск и /л (Д’ 1» 2).

Ак (/) соз ук ф Вк (/) сЬ 1;к (/)

Ак({) сЬ 1՝;к -г В к (/) соз 74. = (/)
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/Сь (0 sin ՝;* 4- Dk (/) sh t~t, = Л/д .• (/)

Cx- (I) sh f-t д 4 tDk (f) sin f A — A\. r4 (f) (A 1,2) (1.11) 

где

T* - ?» ~ но

M 2</) = —AZ* »(/) — Ль(Z)sin-;t Z^(/)sh/՜,.

A7 ։(/) P?(Z) - tAk (f) sh f;k- & (/) sin-,fc (£ — 1, 2) (1.12)

А функции M (Z) и Л'/д.+<։(/) (£ — 1, 2) являются преобразованиями
Фурье функций «рА(а) и (а) (к - 1. 2)

№(/) = -^( л, 

I £•" V
л'ы-6 (/) = —r=-I ?х. («)

1 2՛՜ ..՛
(1.13)

Функции /\(ZI (£ = 1,2) связаны с функциями Д(/, В) (£ = ], 2)

<?/, (6 *)Л(/)=А(*Ло). А(О-^— (1.14)

Из (1.11) определяем

/М0 =
Ру (Z) ch t--k Nk (Z) cos \k 

ch2 t‘'k — cos՜
Bk (/) -

Nk (/) ch 

ch2Z*1S;
- P: (Q cos ~ik 

cos2-^

G(/)֊;
A'\. 4 (/) sh tNk -i(t) sin ; t 

sh՜' t՝;k — Z2sin27A
(1.15)

/Л0) =
M..-(/) sh /; к tNk 4 (f) sin ՛;fc 

sh*frA Psln--'A

Условия ( 1.4) представим в следующем виде:

w։ (’, >о) — /vx(a. 30) — u։(a, 30) — /Ъ2(а, .%)

Удовлетворяя условию ( 1.16). получаем

(1.16)

■?5“^ • 1 I 1Кп(1, 'М֊\ (1.17)
'з-^ J sh (/֊-)-

где

А',, (А ₽)-

/-1 1 21h
!S (А + !S)

ад ЮН V2'12 ;^«.?)
1‘е(\- - 'Л)

(1.18)

1___

1J 4- Н
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Разделяя четные и нечетные части (1-17) и имея в виду, что 1,(1. р) — 
четная функция, а р) — нечетная, получаем следующую систему 
сингулярных интегральных уравнений:

у /<(0-^(0 (*-1,2) (1.19)
ГП" I

где

2 ч'
an(0= Х(֊1Г—T/U’

л..։ МО

1 2 к 7L
ar.(0 1) — ֊-(sh2/;t /sin2Tx.)

2 ri -МО

j 2 V*
"=֊ ('1 = 4 У (- 1)‘1 ’ ~ (sb 2*7, + t Sin 27.) 

2 к-1 -мо

2 •
«..(/) ֊-- АЛ 4- у ( 1)*+1 -A. f Sin--‘i

ri д* (О

* V
bi(() - М I)՜'1, ֊ |М л (f)</ch Aljt sin-.-j. sh/-1Jtcos7A)-

icxi 1-

M(0(f‘4-l)sh^,sin7A] (1.20)

МО = t у ( 1) —£_|;VA ..„(/) sh A^sin 7X 
к i MO

M (/) (/ ch /7t sin -;A 4- sh cos 7A)|

A«) E-\ C-^L-^P, 5o) ֊ G; (.,
J sh (/ — -.) » J sh (/ — -) -

= E* f SM' P,(--)^֊ f C-^֊2֊ul’‘tff1(b?։) -G2(-.,W]<ft 

J sh (< — ’)~ sh (/ --)»
•r w

AH/) ^sh2^,-f\sin2Tjt (k = 1,2) (1.21)

Г- ' !t- '* ~ ;t|) . ? - v* - fafeH- ril(Xt 4-2th) .. 1
th + ih) (z2 -r 2i\-) 1 !l. 0> -r nJ (•■: I- 2:*-.’)

Введем обозначения

?I(f) = (Oil - 0։1 (<)] + Л(О E- ■■ b, (o)
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А,(')= £-[«„(') : о5։(01 1 (а։..(О а.... (о]

Д1։(0 = [а„ (0 ֊ О։1 (01֊

^-('֊’-1 [Ои«)4 оя(4)]1 (1.22)

£/,(?) = 2е'<г’՜ ՞՛ । Е*- 6, (0

с(0 = —24 а”<(1 А’ ■ 
/

ею=гв
Уравнения (1.19) приводятся к функциональному интегральному 

уравнению

А>(0?.(0 /) +</,(() (1.23)
Л 0(0 ЧО 
— ж-

Уравнение (1.23) может быть представлено в виде характеристической 
системы сингулярных интегральных уравнений

2 Л. «)?„(')-֊У У 6^)?б(4) * У‘(П (Ь 1 2> (1-24)
— АС-

где

=2 (0 = «“”՝•?.( 0> (М()№Ч(֊0

Ап (/) = /,.(֊ <), Д„(4) = Д„( -1}

2. Интегральные уравнения (1.24) сведем к краево։\ задаче Римана 
14-7].

Нетрудно заметить, что 0(г) — простая однопернодичная автоморф
ная функция, фундаментальной областью которой является горизонталь
ная полоса ширимой I.

Введем однопериодичные автоморфные функции

R, (г) = — Г " <А (А- =1,2) (2.1)
О(т)-й(г)

—- чи 

исчезающие на бесконечности.
Если I — любая точка контура, то по формуле Сохоцкото получаем

Ях (О = ֊А(0

(I) +«»-«)-• — ( г°;—(* = 1.2) (2-2)

-/.) б(т)-0(О
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Подставляя эти выражения в данную систему сингулярных интеграль
ных уравнений (1.24). получаем следующие краевые задачи:

2
/?Г(0= 2]с1т (1)^(1) (к -1,2) (2.3>

ГП =1

где

С (/) = --------*--------

и /Ри)
А (/) 2/£* у

сК.(П =
('֊/)* (О

А (О 2£«А։(/)Д.,(/) Д-

е $»п ( 1 >

2
£■'- 2 ( 1)* '2Г;4
. Л-1

7\((} =
£*[«зг(О — £=•](/ /)А(/)

ЦА.ДП 4-2/£*(а«(/) ֊-

£*)1 </,(/) АгЛ()и2({)} (2.4)

с։2(/) — с։:( —/), с։։(/) с„( —/). Г»(/) = 7’։( I)

д(/> = 2{֊-Д։(0-У(0£’*2-тр3^(/)еЬ=/.\ + 
А=г *

— ьЬ 2/7։
4

5Ь2^ — Йп 2;։ ят 2;, — 1՜ / :

— $1П--<А) -'.3 - /*(т* - 2£* - 1) ^Аа_* (/) зт ( 1)^Чл [ (2.5}

Обозначая матрицу коэффициентов через 6'(‘), а векторы с состав- 
чяющнми /?,.(О и (А’= 1.2) — через /?(/) и Т((). можно записато 
краевые задачи (2 3) в матричной форме

£• (/) G(t)R (/) 7 (/) (2.6)

Решение уравнения (2.6) в общем случае проводится путем регуляри
зации. то есть приведением к интегральному уравнению Фредгольма.

Над обеими частями уравнения по определенным правилам произво
дится операция, устраняющая интегралы, понимаемые и смысле главного 
значения ио Коши.

£4(0
1 Гх Г)

^3 Ч’-)֊Н0 <7-, к -(О-- А 2. <21^* (2.7>
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Подставляя /< (/) из уравнения (2.6) в первое уравнение (2.7), по
лучаем

G(t)R (О г'Г(О- -I՛, И՜'? 1С(7)Д՜(2-8) 
-tj М-) '40

— ••

Умножая зги уравнения на |G’(OJ ' и сложив со вторым уравнением 
(2.7), получаем

(2.9)

где Е— единичная матрица
Интеграл в левой части (2.9) — собственный, так как подынтеграль

ное выражение не имеет особенности в точке т-/. Таким образом, мы при
шли к системе интегральных уравнений Фредгольма второго рода. Разре
шимость этого уравнения обеспечена, так как на контуре элементы матри
цы 0(1) и свободной* члены, входящие в уравнение (2.6). удовлетворяю, 
условию Гёльдера, а определиIель матрицы отличен от нуля

detG’(f) ----- — 0 — на контуре (2.10)
t — i

Индекс рассматриваемой краевой задачи — 1, и однородная задача
Имеет лишь нулевое решение. При этим уравнение Фредгольма (2.9) 
всегда эквивалентно исходному.

После несложных преобразований и упрощений векторное уравнение 
(2.9) представим относительно Pi.(i) = 1,2)

А(0 А, (/) ).,(/) (Л | 1)t.. £ ■ -)Р„ +/.֊(/) (2Д1)

m-l J

(* = 1, 2)

где

М»и. -■) = I а„ (Л I ֊ ом(0 (/£* - а„ (֊>] J -г-*—֊֊?у
I • I sh(T —0«

+• Е* ап (-) — Е* ап(0 -—^ «!.•(/) a.,j(-) ch (-֊ /) &

sh 1՜ -- ()~

sh(- - f) % 
sh (- —

4՛
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!-£* |а։2(х)

М,։ (Л т) =

сЬ (» -

вЬ (- — /) -

и,, (/) По, (-) а-ИО — Е*

/- -Я*аи(О
зЬ (:֊М 

8И(֊-/)п/

-НИ0՜ £* Й։1 (-.) 4 а. (/) Г) £• 2^ -----*1&- (2.12)
/ ' { яЬ(г —От.

а2։(т) Е* ,А йа(1)-Е* /ч|
--------------------- «21 (О----------------------------а։-. ' —:----------- :-------- г

( I ьп(т — От.

- Е* а^(О — Е* . .
--------------------(/)------------- —------------ а.л (-)

сЬ (՛ — /) '3.

$М- — /) -

^•■(/)— | -— ------- •{1а,2(П811(’-/)><, Е*сЬ(х
. 8П\՜ — /)"!

1(«П (0 + ՛£ ") яЬ (Т — /) 30 - П,2(О (- - /) сЬ (- — 6£0] (/-. -

а։1 (/) 61 (/) а։2 (/) 62 (/)

I -—՝— зЦт- /))./, (֊) - '

3 яЬО 0'1 I

((^ Л^-֊^)съг п.'о-

։?,1/՝5Ьг /)■•: «и (0 ^>2 (О «Й (л 41 (0 (•> 13)
( 5 ’ г” - \е՜ / I

В случае, когда состааляюшие материалы имеют одииакопыс упругие 
постоянные, то есть /■/' -0. V*֊ 1, ураннение (2.11) решается в замкнутой 
форме, и решение рассматриваемой задачи совпадает с решением, получен
ным в |3].

3. Рассмотрим поведение напряжений в окрестности края поверхности 
контакта.

Приведем формулы для напряжений, выраженных через функцию на
пряжений [3|

1,2)

=</■>= с/? <7^ о О ц О сЬ а

(33* (0. д7 а

=
0- д да д со$ 3,,-------------- ---------- — -----------£. 1^ ?)]От.՜ 0л Оз. Оз оЗ а

(3.1)

о. («> ^)1
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Согласно (1.7), (1 15) и (2.11) напряжения выражаются несобствен
ными интегралами вида

(а - х)

(а — х)
dt (3.2)

которые можно находит։» приближенно с помощью различных iiicaciihkx 
чсгоден после определения т(х, I).

Для исследования поведения напряжении в окрестности края поверх-
кости контакта л - ±.и (то есть ±оо) интеграл (3.2) по пещестнеинон 
осн дополняется интегралом по верхней (при ։■ О или *։< 0) или нижней 
(при х>0 или а >0) по
луокружности радиуса R *1

С Центром ։։ начале координат.
При увеличении радиуса 

Полуокружности (фиг. 2) по
следовательность может 
быть подобрана так, чтобы 
интеграл (3.2) по полуокруж
ности Л„, стремился к нулю 

Фиг. 2.при т — эс.
Применяя теорему 

четах, представим (3.2)
о иы-
в виде бесконечного ряда

т(х)-. 2^.j2^i֊/;) (а у выч 1Л.Г, М. М^З.З)
I Д'и։) (« х) ‘ 1

Здесь f(x, t) подынтегральная функция (3.2). a ft = it — z\ — 

корни уравнения

А (П = 0 (3.4)

которые расположены в порядке возрастания положительных значении Цл,-
Очсвидно. характер напряженного состояния около края л а(а = «։) 

определяется величиной мнимой части первого простого корня f, = ^t—П|, 
уравнения (3.4) Если 1],>1. имеем нулевое напряженное состояние, если 
Ч.<1, имеет место явление сильной концентрации напряжении. В случае 
же i|,: 1 напряжения на краях поверхности контакта конечны к 8 общем слу
чае отличны от нуля.

Корин с большими номерами могут быть найдены по асимптотическим 
формулам

После несложных преобразовании можно представить \(/) в таком 
виде

Д (-') Z^cosx(7j •;,) • /3.cosx-,։cosr;_. 4--

4֊ />4г-coss;5 + A\cosr-։1 — /Злсо$.г[- | R.z* j &.-՜ ‘ (3.5)

где
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в, = —֊■ вг = 4|£*г (-‘ — П-1
2 4

В։ = |(£» + 1)։-,«]520։, В, = А[(,* —1|
8 8

в։ » А р._£.= _ и, «, = ֊ А (£« , ,»■•■]
4 4

(£* _■<* + ])֊• . ч,.
15. =----------------------------- 8Ш 7|Яп՜^ (5.0)

16

1 «Л
£?ь = — |(£*- ’'*)՛ 1)51п -;'1 ; 5Ш ь 5Ш~.СО8 (\'։ - 7Л

8 "2

/>„ — | Е:: •■>*֊• 1] - -—зигу7, г = 2#н 4 I 2

Трансцендентное уравнение \(г)=0 содержит четыре неизвестных па
раметра у,. у;. £* и V*. Поэтому провести исчерпывающее общее исследо
вание зависимости корня о г параметров задачи невозможно.

Часть найденных значений первых корней указанных уравнений при 
различных значениях параметров приведена в первой строке табл. 1.

Уравнение (3.4) ранее получено в работах |8—10] и др. при рассмотре
нии задачи теории упругости составного бесконечного клина

4. В качестве примера рассмотрим конкретную задачу, когда |к— В, 
и тело подвергается по участкам боковой поверхности , п | <'и„ равномер-

Фиг. 3

Составим ։раничпые значения 
/• ։(£=1,2) и ее производном----------

<28

ному обжатию с интенсивностью </о 
(фиг. 3).

1՜ 9с |«|<«о
' -• ’ I 0 | а 1 э0

•а|,, ։л I = 0 2* (4Л>

В дальнейшем, в силу симМе- 
метрли напряженно։о состояния по 
координате 1, рассматривается 
лишь половина всей луночной об
ласти, где 0 ос, < 3 ■< /։
для первого материала и 
<С / <С /0---ДЛЯ второго.

Ангармонической функции Фг.(а, ,6) 

— (/? — 1,2) по значениям касатель

ного и нормального напряжений на контуре (4.1).
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Используем известные связи между значениями производных

—- (<- 1, 2) и составляющими X՝ и У\ (А- = 1, 2) напряжения,
Ох ду
действующего по площадке с нормалью

хр

(4.2)

У;^ = - - .?

Здесь верхний знак относится к случаю р>*0, а нижний — к 
0<О.

В этом случае

случанз

Л-.-1'1

, п* 1
( — 1) <л.--------

8 Ох.

О

, ։ у. <; «0

о

У^ -
пЧл ֊^|

Оу Р 

о

Л-К1
(4.3)

Имея я пилу, что

из (4.2) и (4.3) находим

^1
.V

оу 
01.

1 с^ 
и---------

Г оу

кодгурные

г <7пго

(П

Офл. 
значения величии —

-о - *о
. где

7.

(4.4)

''Ф,-

<>У

(4.5)

1/Л

<։•' (,х

и

(* = 1, 2)

|՜ <}՝х\.
~ I О

ОФ, </ '/О

1 О 7

где - у

Пользуясь формулами

ди

дф, дх

Сх 01

и (4.5), для

<>У 

ЭФ*

17ф, _ оФх Ох <?фд Оу
0'л дх <АЗ Оу дз

(4.6)

значения ---- и
01

оФк
(Л' 1, 2) на контуре получаем

бН'д. ду ----- —-— ,

6
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где

2 0-> ( ։Л ' ’ .а,

<7о

о'Фх 
сЬ

Ох
Яо хо ~~ 

От.

"Ф*՛
о? и <-։>*+> з.

, I Ох , .,*41
-г<7л *0—- (—1) Уо

I

О

°М. 
дЪ

’•Ч’о
(4.7)

(А' = 1, 2)

г- х ~ у" =
а" (ей* созЗ) 

ей а 4- соз 3
(4.8)

<?о (,>-
д* |

О

2 д'1 4-., .],*■•։ а.

Контурные значения функций напряжений Фл(а. р) (Л =1,2) можно 
получить интегрированием соотношения (4.7). постоянные интегрирования 
выбираем так. чтобы <!՝.,(«. р) (#=1,2) было непрерывным

•М*, 3)|
<-։Л’131

(г֊ 4- г^) 4 дДл-оЛ- — (— 1)‘ (_ПЛ, Iа < а0
2 х (49)

О а >

ме /’=

После некоторых выкладок получаем следующие выражения для 
гА (’) и ‘Ма) и՞ = Ъ 2)։

?4 (’՝ =

_ О(7о
ей •?.(.) — соз 3,

[1- ей (« ’о)! *<Ч«О

(4.10)
О ’•>%

՛>*(’)=() (/< 1.2)

Функции Ф1։((Х, (■») (/?= I. 2) в силу симметрии могут быть представле
ны в виде

Ю | I \А(/, ?)со.Оа^= Д(/, -։)е "’Л (4.11)
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Учитывая граничные условия (4.10) и вычисляя квадратуры, входя
щие в преобразование Фурье ’(.(а) (4 10). приходим к следующим выраже
ниям для /УкМ) и Л\-ъ(0 (Аг - 1, 2):

м .х Л/ I 2 а<7о «։п/во /51пзв
'Уи) = л‘ (/) - I V сЬ\ —цГ+ТГ

М+а(/)«0 (4.12)

После удовлетворения условии на линии контакта (1.3) и (1.4). полу
чаем следующие выражения для неизвестных .4». В.. С И О. (А՛ 1.2). вхо
дящих и выражение функции напряжении:

А (И ~ -г ----- ----------- (Р, (И ch /74 .'V i I) cos •;< |
cn ru — cos 7*

/?*•(/) = -ттт—- ------•— ։.V(/)chr;4— F։(/)cos;J
cn* /՝,fc — cos՛ •»*

1 ( I (f-r l)sh/?. sii
c“'> - ATÜ) П t?) sh' ՝‘ -,֊1101'ch + 2fgPhT՜^

JV(/) t cos;\ -
{t' l)sh2/7, sin 1; ।

2<ch-f.k cos-'. J |
(4.13)

1 I I u՜ -r 1) sh 2t՝;b sin •;.
°‘1')=лТй)) P=(;)<sin‘. y,«-‘’|'co։՝--W/;i eos-.J '

I (r 11 ?h/Tts»n2-.x. i
A* (t] r ch / . —------------- ——•* ch* ֊ c.05-7^ I

Неизвестные Pt(f) (Ac—1,2) определяются из систем уравнений Фред
гольма второго рода (2.11). где нужно учесть соотношения (4.12).

Учитывая найденные значения для контактных напряжений, из (3 1) 
з частном случае имеем

w ch. сс^., 2_ ■ (п ։.п /7<л

(I ’ ” .՛

СОК \---- ------- --  | СО5 /а 
ch т ■ cos %

-------  sin/. /<(• - p.(/)cosn]rf/ (4.14) 
chct + cos-------------------------- ch x -b cos I

В табл. I приведены некоторые значения ко зффициен гов особен ноет >1 
для контактных напряжений *.. (во второй строке) и (и третьей
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строке) на краю поверхности контакта при р = 0.25, я0 = 1.1, 3։ = —

и ։/л —•/.,. ֊ 3.6, где р — • а /ч и '/2 — представление Мусхелишвили.

'Гаплица I

'''^Ччч՝хч՝՝ 71=165
-а -15
'о —75'

Т1 ’50 
ъ=֊зо 
■•0 60

у. 130”
Ъ ֊45՜ 
%= 45

8^7
 

II 
II 

г. 
- 

о

• • 
•/> «л 

>
Г. 

г— 
= 

1 
1 

II 
II

։ С пн
 и 

° 1 
£

2.2
1.448

-0.5824
֊0.1131

1.538
-0.5624
-0.1908

1.730
-0.0931
֊0.3710

1.992 
֊0.2361 
4-1.6151

1.940
-0.2578

0.2092

1.868 
֊0.2787 
-0.2430

2.04
1.520

֊ 0.8759
- 0.2689

1.568
-0.7759
-0.2784

1.758 
֊0.1191 
֊0.6032

1.998
—0.0883
-0.6318

1.906
0.1703

- 0.2750

1.824
-0.1719
-0.2922

1.88
1.552

-1.1023
—0.3966

1.600
1.0946

-0.4112

1.792
֊0.1590

0.0358

2.003
0.0000
0.0000

1.886 
֊0.0994 
֊0.2933

1.800
| 0.1525
-0.2922

1.8
1.572

•1.2730
-0.4758

1.620
-1.3243
֊0.5080

1.814
0.1886
1.4306

2.024
0.0000
0.0000

1.884
—0.0853
֊0.3269

1.786
-0.1496
-0.3533

1.72
1.592 

֊1.5038 
-0.6131

1.640
1-4808

-0.6319

1.836
0.2264

-2.0204

1.846
-0.0218
֊1.0541

1.884
0.0629

-0.3475

1.764
-0.1505
-0.3520

1.64
1.610

-1.9819
0.6903

1.658
-1.9805
-0.7869

1.864 
֊0.2817 
֊3.1205

2.076
0.0000
0.0000

1.884
-0.0275 
֊0.3613

1.764 
֊0.1554 
֊0.3940

Из таблицы видно, что при увеличении —у., порядок особенности сна
чала уменьшается, а затем увеличивается, а коэффициенты особенности 
для касательного напряжения уменьшаются, для нормального напряжения 
сначала увеличиваются, а затем уменьшаются. При увеличении и. при

Уг-СбО' порядок уменьшается, а коэффициент особенности для касатель
ного напряжения увеличивается, а при —у2?--60с наоборот. При увели
чении у.; коэффициент особенности для нормального напряжения монотон
но возрастает.

Вычислительный центр А11 
Армянской ССР и [£рГУ Поступила 12 XI 1974
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Լ. Ա. ՀԱՐՈՒԹՑՈԻՆՅԱՆ

ԵՐԿՈՒ ԼՈՒՍՆՅԱԿՆԵՐԻՑ ԿԱԶՄՎԱԾ ՏԻՐՈՒՅԹՈՎ ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ 
ՄԱՐՄՆԻ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՀԱՐԹ ԽՆԴԻՐԸ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Երկրևեո կոորդինատական ս ի սահ մ ում դիտարկվում Ւ շրջանա յին աղե
ղով երկու լուսնաձև մ ար մինն երի ւյ միացումով կազմված րադաղր յայ մարմնի 
Հարք’ աաոձզականաիյան տեսաթ յան աոաջին եզրա յին խնդիրրւ

հէնդիրր լուծվում Լ լարէս մների ֆունկցիա յի օդնուի յամրւ
Եզրային ՛դա ;մաննևրր րավարարելոէ ղ հետո անհայտ գործակիցների 

որոշման ’ամար ստացված Հ սինգսւ/ յար ինտեգրալ ՝ ավ ա սարու մների սիո- 
ւոեմւ Ավտսմորֆ ֆունկցիաների Ացնությամր սինդուլյար ինտեգրալ Հավա 
սարում սերի սիոտեմր րերված I; Հի/րերս։ Աիմանի եզրային խնդրին։ Այնու
հետև եզրային իւնգիրր րերված / 'եր ե դ .' սլ մի երկրորդ սեոի ռեգուլյար ին- 
տեղրա) ! ա Հա ս ար։։ ։ մների սիստեմի:

Նյաիերի առաձգական !ատկո։իյո ւններից և միացման անկյուններից 
կա իւ վ ած ուսումնասիրված են անկյունային կետերում /արու մների եզակիոէ- 
թյռւններրր ւ>րոշվոէմ է եզակիսւք} յան գործակիցք: միացման գծի և տիրույթի 
արւոարին եզրագծի հատման կետի շրջակա յրումէ

THE PLANE PROBLEM IN THE THEORY OE ELASTICITY FOR 
A COMPOSITE BODY IN THE REGION CONSISTING

OF TWO LUNES

I.. A. HARUTIUN1AN

S u m tn ary

The first fundamental problem in the theory of elasticity for a 
composite body restricted by arcs of < ossing circles is considered in a 
bipolar coordinate system.

A full cohesion between the materials is effected along the contact 
line.

The problem is solved by the function of stresses and reduced to 
the solution of a characteristic -ystem of singular integral equations. 
By the theory of automorphic functions ol SIE it is reduced to the Ililbert- 
Riman boundary problem. The solution of the boundary problem for 
the general case is obtained by regularization I. e. by reduction to a 
solvable system of the Fredholm integral equations of the second kind.

The transcendental equation is obtained making it possible to de
termine the order and coefficient of the stress singularity at the cross 
points of boundary and contact lines.

5 Известия АН Армянской ССР. Механик: № 1
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