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.՝ Л СПЕКТОР

О ЗОНАХ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ И СЦЕПЛЕНИЯ НА УЧАСТКЕ 
КОНТАКТА КАТЯЩЕГОСЯ УПРУГОГО ЦИЛИНДРА

И ОСНОВАНИЯ ИЗ ТОГО ЖЕ МАТЕРИАЛА

3 раб՛. ie рассматрг.нёстся iaück.im задача ՛• качении упругого цилиндра 
по основанию из тог՛, же хга/ерка.ха. При качении на участке контакта 
имеются ■ ■•iw. где тела проскальзывают ip.y» относительно друга, и зо
ны. в точках ко.'” рь: . «тн՛ ситсльная скорость цилиндра и основания равна 
нулю (зоны сцепления)

ВиСр -д- <u .1 с j.-eu-V.-г-ие нт< • ••-..ы t пял՛.՝ подучеио Ф. Картером В 
работе [ IJ. В ней ". ед полагалось. го уча« .ок контакта делится ни две во
нь. переднюй по направлению качения, где гола имеют нулевую относи
тельную скорость. :։ заднюю, где происходят проскальзынаши՛ и выполнен 
закон трения Ку лона. Fjbiaj получены распределения напряжении и коор
дината точки .'аздела участка контакта на зоны Аналогичное решение 6ы- 
л:> получени ,. Г. Фроммом .2] Вопрос обоснования нредно хожения 
Ф. Картера и единственности полученного им решения рассматривался 
Г. Порипким ' Им был.; изучены возможные случаи, когда зона сцепле
ния одна, а -!.'Н проскальзывания одна или две. Для каждого положения 
зоны сцспли них был< п -л՛. • Сйре распределении- напряжении на участке
контакта. В работах [4. ’ было показано, что при некотором уточнении 
граничных условии ил -и ел решений, полученных в j 3]. им будет удовле
творять лишь то, которое совпадает с решением Ф Картера, Этот вывод нс 
•лог считан., я • и чате льны м. так как случай разных знаков касательных 
напряжений . дв*.\ .. .нах проскальзывания нс был рассмотрен. В рабою 

6 были доказано, чт՛..- этот случай реализоваться не может.
В настоящей работе хаете- я попытка рассмотреть наиболее общую 

возможную . итуанию. когда на участке контакта имеется произвольное 
пело зон сцепления и проскальзывания. Доказывается, что решение 

Ф. Картера и в ьтом случае остается единственным.
Вчс/.’-м прямоугольную систему .координат Олт/, связанную с участком 

контакта. Начале системы к .ординат О и՛ м«-< им п его центре, ось Ох на
правим нл< х: учах на вег-. >ну качения цилиндра. Предполагая, как обыч
но. чтс ширин?, участка кошакта много хи-нг.ше радиуса цилиндра /?. будем 
считать контактирующие тела полуплоскостями {/.--'О и o AÜ. Пусть центр 
цилиндра дБижегс.ч с пос еянном скоростью и՛, а угловая скорость нраще- 
ния цилиндра аокруг центра в>. Положим, что скецн.чть качения много 
меныш,- uKoppcTii ><icnpoc. (ы нения .пи ка и среде, и бу.к-м и дальнейшем 
пренебрегать инерционными членами. Обозначим через £(х) разность ско
ростей точек основания и цилиндра, совпадающих с точкой х участка кон
такта. Тогда имеет место соопюшение 17՛
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ди! ди
$(х) =-------- — '>

дх Ох
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(1)

где 5 (х) = 5(х)/ш: и ՛, и՜ - упругие касательные смещения точек 
цилиндра и основания,

ж — у.
6 ֊ —---- -

Следовательно, в точках нулевой относительной скорости контактирующих 
тел будем иметь условие

ди~ ди՝
Ох Ох

В остальных гэчках участка контакта касательные напряжения г, , пропор
циональны нормальным п„ и по направлению противоположны скорости 
проскальзывания

V» - — 5 1х) (2)

здесь р— коэффициент 1рения скольжения. Границы тел пне участка кон
такта свободны от напряжений.

Используя известные выражения для смещений точек границы 
упругой полуплоскости под действием касательных и нормальных напря
жений на участке контакта, получаем для случая контактирующих тел н:> 
одинаковых материалов следующее равенство:

ди՜  ди _ — 1 * -хч<11 з)
Ох Ох 4п;л ,1' ,Г

-/

.. л — 3« . .Здесь /. -----------• > и р постоянные Ляме,
л и

Полуширина участка контакта .՛' и нормальные напряжения на границе ". 
будут теми же, что я п задаче о статическом контакте цилиндра и основания: 

здесь Р— нормальная нагрузка на цилиндр
Введем голоморфную вне участка контакта функцию:

Г (г) =— С— 7 (11 ~ ч 
2֊1^1 -2 7.-Г1

Напряжения т. будем искать к классе функций, удовлетворяющих уело-
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пию Гельдсра на отрезке — /^х^/. В силу гладкости контуров тел. будем 
считать т, непрерывной функцией на всей границе тел. и так как напря
жения вне участка контакта отсутствуют, го выполняются равенства:

/) —^(О 0. Тогда существуют граничные значения М7^ г) и
1Г (л) функции И- (х), удовлетворяющие условиям Гельдера но всех 
точках участка контакта. При больших |-| функция представ
ляется в виде

11<| формулам С •хоцк го-Племеля и с учетом равенств ( I), (3) получаем

Н" Г ~2пд,,(х)

1Г 1Г‘ = ֊-.4^) при ’4)

В дальнейшем нам п 'требуется следующая лемма
Пе.и.че. Функция $(л) не меняет знака на участке контакта (относи

тельная скорость кон гак тирующих тел в точках участка контакта не меняет 
направления)

Доказать Ни тяо. Функцию И (’) будем рассматриваю как отображе
ние пхоскостн - на некоторую кол՛, шую часть плоскости Достаточно 
рассмотреть лишь отображение верхней полуплоскости 1гП2^0, так как 
II7 (г) 1& (г). 1Г (х)~ 1Г \х).Обозначим множество точек 1шг^>0
через А, а множество 1гп с 0 через А. Предположим теперь, что су
ществуют хотя бы дне точки х Р и х <7. в которых функция $(х) 
имеет разные знаки.

Тогда найдутся точки г՝.: А. которые отображение IV՜ (2) переводят 
внутрь 1-го и 111-егг» кпядрзнтоп плоскости XV. Действительно, из (4) вы
текает. что

И7------5 /՜*՜”

( Н дона 1 ГЛЫО1. ьлг <(/ ) 0. л 5((?)<.О. го из условия (2) н знакомо*
стоян՛ тва о получаем

[։։։ 1Г (А)՛ 0, Ке й7 (А<0
(6) 

1։п 1Г «Л>0, Ией7 (<2) . о

Итак, граничные точки ՛' и <2 множества А переводятся отображением ՛՝ 
внутрь 111-его 1: 1-ого квадрантов. В силу непрерывности функции IV. пай» 
к- ся и пара внутренних точек /’ н </ множества L. достаточно близких к 
.՛' и 0. которые переходят внутрь этих квадрантов.

Покажем, что ни :>дна точка множества I. не переходит внутрь П-ого и 
\ - н'|.՛ квадранте-, п'.осйост։։ Действительно, в силу соотношений 

1.ч1 '/’~(х1 0 при — х I х ; 1ш I?7 (х) Ие И7 (х)..-.-0
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при—ни одна течка границы множества А не переходит внутрь н их 
квадрантов. Предположим, что хотя бы одна внутренняя точка ГП множества 
I переходит внутрь 11-ого или !Х -ого квадрантов. Через точку 0—начало 
координат в плоскости IV՜ и точку /и проведем луч и рассмотрим .множество 
тйчек А/ этого хуча. обладающих прообразами в Д. Пусть

7 = $цр | (7)
.V

Ясно, что 0<7'<ос Исходя из непрерывности функция II (£). легко по
казать. что точка IV хуча от, для которой IV,, |=у. обладает прообразом 
в А и. следовательно, принадлежит множеству М. По ранее доказанному, 
этим прообразом не может быть граничная точка Ь. Функция IV (д), голо
морфная в £, переводит внутренние точки во внутренние |9|. Если же точ
ка 'V’,, внутренняя хя образа мн<.ж#-< гва 1. то равенство (7) не может быть 
выполнено. Итак, предположение о наличии О'.с-к. переводимых внутрь 
11-ого или 1\'-ог<> квадрантов. привело нас к противоречию.

Рассмотрим вновь точки р я ;7. Их прообразы, очевидно. могут быть 
соединены непрерывной кривой, проходящей рез внутренние точки мно
жества Так как отображение IV голоморфно а Е. то образ этой кривой 
будет непрерывней и проходящей через внутренние ’очки образа А кривой, 
которая соединит р н </. Эти точки лежат п 1-ом и 111-ем квадрантах, а во 
11-ом и 1У-ом квадрантах отсутствую! образы точек Д. следовательно, лю
бой непрерывный путь должен проходить через точку 0. Нс» сочка 11 нс 
может быть образом никакой внутренней точки множества 7., так 
как иначе она была бы внутреннем точкой образа А и тогда наш
лись бы точки, переходящие внутрь 11-ого и 1\'-ого квадрантов. Поэтому 
искомого пути Р(] не существует, и нагие предположение о перемене знака 
функцией .х(л) несправедливо. \егко показать. <то знак этой функции 
совпадает со знаком б. Лемма доказана.

Пусть теперь множество точек .՝. участка контакта, для которых 
$(х)=0. ес ть совокупность и отрезков, положение и размеры которых 
должны быть определены з ходе решения задачи.

Положим для пределеннос!и Л>-0. Тогда по лемме функция

IV/ . - I 2/ ("ли • , 2;՝ » .|------ — сП — ---------- 8)
2’7 р ‘: '1-1

-։

голоморфна вне эон Сцепления и ограничена г концах всех -них зон. В точ
ках зои сцепления зыяслияггея условие

IV? -------------------с
ИА1
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( троя такую функцию но известным формулам [10], получим

if; и֊) ֊

при п 2> 1

---- --------- (iz ■- I (а 4֊ г) (Ь — г! ) 
(7 4-1)7?

P(z)X(z) при п 1

здесь Л(^) — решение соответствующей однородной задачи сопряжения, 
Р(-) произвольный полином,—п и Ь—концы зоны сцепления.

Из равенств (8) следует. что при больших |*| функция П'։(г) остает
ся ограниченной. Из равенства же (9) вытекает, что при п>1 ограничен
ных решений задачи не существует. При н=1 искомая функция существу
ет, если положить Р(<) = 0. Определяя теперь функцию №(?) и затем по 
формулам (4) функции г (х) и ’‘(л), можно показать, чти если перед зо- 
ной сцепления \ежш зона проскальзывания, то условие (2) нарушается. 
Поэтому зона сцепления примыкает к передней по направлению качения 
границе участка кош акта.

Касательные напряжения и длина участка сцепления, найденные после 
определения функции №(?) совпадают с таковыми в решении | 1. 2]. 1а- 
;и,м образом, единственность решения Ф. Картера доказана.
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ON REGIONS OF SLIP AND ADHESION WITHIN CONTACT 
AREA OF A ROLLING ELASTIC CYLINDER AND A 

FOUNDATION OF THE SAME ELASTIC PROPERTIES

A. A. SPECTOR

S u ri) шагу

A steady rolling of an alastic cylinder over a foundation of the 
same elastic properties is considered. Amonton-Coulon’s law of dry 
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friction is assumed to hold. The number and disposition of region^ oi 
slip and adhesion are established without any supplementary assump
tions.
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