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Р Е. МКРТЧЯН

ЗАКОН УПРУГОСТИ ДЛЯ АРМИРОВАННЫХ МАТЕРИАЛОВ.! 
РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩИХСЯ РАСТЯЖЕНИЮ И СЖАТИЮ I

В связи с 1см значением, которое приобрели композиционные материй«; 
лы в технике, все более возрастает необходимое гь яме ь конкретную рас-- 
четную схему для каждого материала. Однако, порой их физические свон-В 
ства так разнообразны и гак резки отличаются от свойств «традиционных»а 
материалов. чт:> имеющиеся расчетные схемы иногда не дают удовлетвори--- 
тельных ре зул в татов

В работе { ! ] приводятся основные соотношения теории упругости! 
анизотропного .'ела. р<1знрсонрот>1нляюшггося напряжениям растяжения 1»( 
сжатия Соотношения между нипряжеиаям։։ i деформациями весжнмаемоги 
•- нрутого тега, армированного однонаправленной системой упругих нитей, 
когда материал по направлению ните! разно сопротивляется деформациям] 
астяжсния и сжатия, приводятся в 12] В работе |3՛ дается метод надо»:« 

дения связи между напряжениями и деформациями а зависимости от ме­
ханических характеристик упругой среды и армирующего материала.

В настоящей работе в рамках геометрически линейной теории упру-] 
i лети исследуется ризяческий закон связи .между напряжениями и деформаИ 
•диямн упругого .диородноге и изотропного материала, армированного сле­
дующими способами: а) строго одноиапранхенния системой нитей, б) дву-; 
мя однонаправленными системами нитей так. что в каждой точке компози­
ционного .материала эти системы встречаю;ся под прямым углом, в) тремМ 
однонаправленными системами нитей гак. что i; пространстве армированно­
го материала зги системы образуют трехмерную ортогональную сетку.

Во всех рассмотренных случаях принимается, что упругие нити равно­
мерно заполняют упругую среду так, что полученной композиционной сре­
де можно придать свойство однородности п том смысле, что ее упругие 
свойства одинаковы в каждой точке яри условии, что направления криво- 
мшенной ортогональной системы координат (0,. ’Е, HJ. к которой эти свой­
ства отнёсень!. совпадают с направлениями ни геи.

Предполагаем также, что модуль упругости нитей .значительно боль­
ше. чем окрхжающен их среды и при сжатии нитей у них возникает веко- 
грая форма неустойчивости. вследствие чего композиционный материал 

.413HU .ч)Н||. гиилиет-я юформациям растяжения и сжатия ՛ -I |. Вместо это- 
’*՛-՛ предположения можно сделать другое—принимать, что связующая ере« 
да плохо . опротияляется деформациям растяжения и к ней образуются 
|рещины. Тргдд композиционный материал также будет разно сопротив­
ляться деформациям растяжения и сжатия.

Рассматриваемые композиционные материалы анизотропны. В пронз- 
.чоль.чои системе кооп ииат упругий потенциал •՛՝ к компоненты контрва- 
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ряантного тензора напряжений г1' в деформированном анизотропном те­
ле выражаются через ковариантные и контрвариаптныс компоненты дефор- 
маций и Т1' следующим образом [5|:

С՛/— с (!)

где тензор с удовлетворяет условиям симметрии 

(2)

и при переходе от одной системы координат С*Р ;-.2? к другой 
(Он Й,

си = (3)
тп д(>т М'п “

где с*/ и с^-; компоненты тензора с относительно систем М

и («Ь ®2, &з) соответственно.
I. Пусть упругая сжимаемая среди армирована однонаправленной 

системой упругих нитей. При деформации такой композиционный мате­
риал будет вести себя как локально трансверсально изотропный материал 
с направлением анизотропии, совпадающим с направлением нитей.

На основании вышспринятмх предположений։ относительно компози­
ционного материала соотношения между напряжениями и деформациями 
имеют различные выражения при растяжении и сжатии՜ нитей. Если пр:։ 
деформации все нити растягиваются, то матрица коэффиниентон с1^ в 
системе координат ((),. 0-. Н,), когда направление 0 совпадает с направле­
нием нитей, определяется следующим образом:

Т'.'й. В случае сжатия всех нитей матрица коэффициентов имеет пи.; (11).

— — -
,.н „п _и ..и „г. ..։՝.
иТ1 С22 СХ1 ‘• Г! 4.11 12 €и СК’СЫ 0 0 0
(:>7. .22 .,22 .22 ,?? ..22
С21 с.ч< сз:>с23 ЧзЧг С12 <и ^Гз 0 0 о
/дзгз.<„зз„зз...։з/<1 
си с2?с ,31 ,-<;1

__ 4з С13 сзз 0 0 0
(1.1)>.23 „23 ,,’£1 „21

41 42 сзг< 4з 4з ‘ 12 и 0 0 4 0 0
13 13 13 13 „13..12

41 42 43с23 С13 ( 12 0 0 0 0 0
-Й г12 ГЙ „12 г1? рй
°11 с22 '1> 1 12 0 0 0 0 0 (с:,) -сгр

Здесь индекс ( ) указывай что ИМееТ место случай растянутых ни-

■ Здесь и н дальнейшем термины растяжение и сжатие йудем понимать и смысле 
деформаций, то есть удлинение и укирдчиваинг.
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•олько вмесг. коэффициентов с индексом (+) фиг\ри .. уют соответствую­
щие коэффициенты с индексом (—).

Теперь предположим, что по направлению нитей деформации учине­
ния равны нулю Тогда из условия непрерывности напряжений следует

..23

И . П .и _ .,22
сп । ‘ 12- сп • С1’1

С с.1։ <п.

“ е^;-՜3 - с:47-

куда получаем

с'и ~ сп ~ еИ’ ~ С12 _ гг-՛ 

$1'з = Я13 ~ г13' г.м ~ г44 ~ <*44

( ^отношения между деформациями и напряжениями нои растяжеш 
н.пей принимают следующий вид:

_П-------„Л! . • 22 ; ..33 .23 _ . .??
41 । с ’,2 I ги > ' ■ — ‘-44.

-28 . .Л1 _ г ^22 ; г 33 .3։ и и '
с1С1 Ч։. ':з. ։ • <-։■։. М-

ТЭЗ _ с .,11 Д. с ..22 _ .. I -13 -12 _ X (г _____ .. ».,12

<•»1 чл. сц. ’ ' ~ л ՝сп <•։?' •
о

Обратные соотношения имеют зил

1 -Я -2« _ > .33 . 23 1 .23

£1 Ел1 ' Сг.3

_ ХЗ -И . _2_  7>3 .33 ..И 1

£Т ■ £Г ՝ £. ‘ '

-и УМ- -22 д____ X. -зз _

Е\ £/ £з ' С19

■ а ' — С44» ^г.— 5 ' сп ~ <\>)

и | а4 «4

~ С֊з (сй — С1?) 1 '2с\?. (с,? —
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В случае, когда R деформированном материале асе нити сжимаются, ։ 
соотношениях (1.3). (1.4) и (1.5) псе величины с индексом. ( ) нужно за­
менить соответствующимл величинами с индексом (֊ ).

По аналогии с классической ггорией упругости анизотропного тела 
величины Е. V и С будем называть техническими постоянными.

Постоянные сп, ск, с3з, с՜ и с՜ можно определить из опытов вд 
одноосное растяжение и сжатие образцов, вырезанных в виде стерж­
ней по направлению нитей и г перпендикулярном к ним направлении. 
Стержни должны иметь такие размеры, чтобы можно было принят.՛ 
их прямолинейными; из таких опытов можно определить постоянные 

ЕГ, 7։2 и >,1, а из (1.5) — г1И с, , с։л. ей, езз и все остальные. 
си определяется из опытов на чистый сдвиг.

2. Пусть упругая среда армирована системой упругих нитей таким об­
разом, что я ортогональной системе координат (И,. I),, 0,) часть ните։։ име 
сгнаправление 0,. а остальная часть— 0..

При деформации композиционного материала матрица коэффициенте г 
с'՛ относительно выбранной системы координат (V,, 0-. 0 ) как у орто­
тропного материала будет иметь следующий ви.т

С1- С1.1 |

с։: сэ:֊. с», 0 0 0

С13 Г23 СЭЗ 0 0 |2Д)
0 0 0 с44 0 0

0 0 0 0 с.., 0

О 0 0 0 0 см_

Однако, из вышесказанного следует, что значения коэффициентов 
матрицы (2.1) зависят от вида деформированного состояния.

Если п какой-то области деформированного материала все нити растя­
гиваются или сжимаются, условимся для различия коэффициентам матри- 

(2.1) приписывать индекс (֊г) или ( ) соответственно.
В случае, когда в какой-то области деформированного материала нити 

по направлению Н, растягиваются (сжимаются), л по 0- — сжимаются 
(растягиваются), то коэффициентам матрицы (21) прибавляем индекс 

(индекс «- -й>). Здесь мы предполагали что направления 0, и 0. 
неравноправные, то есть плитности нитей по направлениям и раз­
личны.

Если материал деформируется так, что в какой-то области нити нс де­
формируются (у”~у::-’=0), то ял условия непрерывности напряжений по­
лучаем

-Н = г-*-« ал ЛЗ _ — 33и|х» Чз» Ни ’ ՝ |1 1
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...1 ./.3 е
С44, С44 • СИ 1 “ СИ

-УЛ

-31 _ г-_ Г-..Э1 с ( - „.и _ -
• С55 • — С5 •» С5$ • С 55 ,-ЭЗ

-И = _ с֊,дс = с--..к = с֊։ г։з

Когда имеется область, где нити по направлению л растягиваются 
а по 62 и &п деформация удлинения равны нулю (՝;” >0, ■= 0) 
то имеем

_ с._ сгпч _= с..,: = с- ?1 ।

Если > 0. 7П ֊ “ 0. то имеем
-к _ .-2- г - . ..■!■։ -а . .2*4— *42» С12 • • • с32- <2> <

Если 7И<С(|. -'й? = •;•■՛•■ 0, то имеем
.и - ..л ।. и ---а _ н ֊ ,.֊ ,п

1п . . • —«'։•; с,2 ।

Если 7:*<0, -:։=-;л:| ֊ (). то имеем

О] ֊ С||| С-Г2 С 2

Из ..*.их равенств получаем

• с2,7

с'л֊ <7. = -ги

^=՜ с^ = съ - с£)

С хс = с:г ։ ~ -■=^ =г„

- с։,. = С11 гг/ с1

^<'4=* <Т4 " ~ с։։ ■ еи

С55 =֊ С51 = <■’55 с55 ~ С:^

с; = ( б<. ֊ С ' ։*• <..՝

<7 = <п՛ ‘7

(2.21

I аким образом. в 
между пап ряжения ми

случае, когда все нити растягиваются. соотношении 
и деформациями относительно системы (0,. 0:, О,)

принимают йил

-л

•“ Г։1-.։։ I СИГЧ с» А -И = ЗД’4

(2.3]

Если нити сжимаются. то в '2.31 вместо Ср п с.^ нужно поде
пить с՜ и г.՜. соответственно. I • *•
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В случае. когда пг.-.г. по направлению 0, растягиваются (сжимаются) 
а по 0: сжимаются (растягиваются). то в (2.3) вместо сД (с,\) нужно под­
ставить (Сц).

Обратные соотношения, полученные из (2.3). имеют следующий ви-/՜

где

..И —. -11
1 £Г ‘ £J £/ ■ ’

1 
г> =

_ - 1 • Ï _ V;'3 -33 1 
.,31 _ ______ —и (2.4)

£Т £2 £3 ’ е„
V ’ 1 1из = _21 - л____£ — т-------- 7’== — GnI El г;

е: Д' г. ֊ 4L
Д1 «2 Оз

2 ■/

(2-5)

2 С|1

причем

с1гс3с!п — СгзСИ — CJ2C53

.2

А 1 = CnC^Cjj

fll՜ ~ ‘*.-2 слз с' с։.;՜ - сн*7֊а

Q j Cjj C\.j с'^ C.J ֊■ с»с։г —

û5 ~ С22 С13 “ C-::\C1V — С։1 Cjj ֊

V.îl УЙ■ - ---- » — ■ ■
£’ Е, £f £з՜ £2+ £;

l2.n)

Если известно, что в ’сформированном материале все лиги сжимают­
ся. то в соотношениях (2.4). (2.5) и (2.6) нужно псе величины с индексом 
(т) заменить соответствующими величинами с индексом ( — ).

В остальных случаях. когда часть нитей растягивается, л остальная 
часть сжимается, обратные соогн'шсння между напряжениями и деформа­
циями получаются знал» j ичным образом.

Постоянные Cjp с?2. с՜., с33, с1:,, гп я <;,* можно опреде­
лить опытным путем. И» рассматриваемого материала вырезаются 
стержни по направлен ism им~сй я в перпендикулярном к ним направ­
лении. Потом из опыта на про» << ,-ас ижение и сжатие этих образцов опре- 
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делаются технические постоянные, с помощью которых можно определи! 
указанные постоянные. Постоянные с; . с, . г < определяются из опыта на 
простой сдвиг.

3. Рассмотрим тлучай. когда упругая среда армирована гремя однона­
правленными системами нитей таким образом, что в ортогональной систе­
ме координат ((),, 0 . 0,) направления этих систем совпадают с направле­
ниями 0։, 0- и П։.

Матрица коэффициентов г/ деформированного композиционного ма­
териала относите.’.г.во системы (<*,. П,. О,), как у предыдущем пункте, име­
ет вид (2.1). Если при деформации материала псе нити растягиваются или 
жимаются, то для различия всем коэффициентам указанной матрицы при­

бавляем индекс ( г) или (—)
В том случае, когда нити по направлению б растягиваются (сжимают- 

■ :֊ >. а по 0 и 0 сжимаются (растягиваю тся). то всем коэффициентам при­
бавляем индекс «■ Е —" ( -1—?■) Если растягиваются (сжимаются) 
только нити по направлению 0. или 0։. то коэффициентам прибавляем ин­
декс • — ■> (« ՛ -• ») пли х------- » ») соответственно. Здесь
тоже, для большей общности, предполагается, что плотность нитей по раз­
личным направлениям различна.

Пусть материал деформируется так, что компоненты деформации 
= •_՝’ О, а 0 и ;п<0. 1 огда из условия непрерывности 

на при ж е ниЙ по л у чаем

,;4 г--------- -п — - -.-и с--------- ֊ "
С12 * С12 ‘ ‘12 • Ч?

Аналогичным образом, исследуя и другие виды деформированных 
стояний, когда два из компонентов деформации удлинения по направле­

ниям координатных ‘.яппи раины нулю, найдем

‘■>1՜ ■ ~т՜ С։։, 6'^2 =֊ е?-„ 1 <՝■:

СГ։+ — <ЧР С?2 — Г72> см
<ЧГ‘ — с։1, с2. - с.а> Ст.1

С։Г — С-. С.л- с,?, с-и * ֊

«•ц' — ‘'11՛ С_,2 г,?. г:«‘ с:<:
С11՜ — с.,, - с,,„ -с31

(3.1)
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Остальные коэффициенты: с,։, с,Л, I. . си и с. по всех случаях дефор­
мированного состояния относительно системы (0,. ” ) одни и те же. по­
этому их запишем без верхних индексов.

Напишем, например, соотношения между напряжениями и ^форма­
циями для случаев, когда в деформированном материале все нити растяги­
ваются и когда растягиваются только нити, проходящие по направлению ”,

-и 4֊ -1- гI С13> >
-'3 _ . -23 

< 44 .

-л ֊ ад." •-т— ад;22 -11 .. -.11
<33 1 13.2)

-33 ы — ади
1 ^г2 -։-• в ..12 

՝ 1.6 1

-11 — ад" 4- + С1Й». _ .. -..֊••։
<44 1

-22 ад" + ад2՜ -г ед”. _Л1 ^41
саз । (3.3)

-13 == С1.и” 4- ад28 _гад • .12 _ .. „15 
— ‘се.

Из (3.1). (3.2) И (3.3) видно, что верхние индексы коэффиннен
См. с.-, с совладают со знаками у' , у2: и у՜11 соответствен ни. 11ринимая г т 
во внимание, легко составить соотношения между деформациями и напря­
жениями и для остальных случаев деформированных состояний

Из (3.2). (3.3) легко можно найти обратные соотношения
Здесь тоже указанные постоянные (кроме с„. с . г,„) можно найти из 

опытов на одноосное растяжение и сжатие образцов, вырезанных в виде 
стержней из рассматриваемого материала по направлениям нитей и имею­
щих такие размеры, что можно принять их прямолинейными. Постоянны: 
С»ь с.... и с,.л находятся из опытов на чистый сдвиг.

Заметим, что во всех рассмотренных случаях полученные коэффициен­
ты сохраняют силу только относительно системы координат, выбран­
ной вышеуказанным образом. Относительно другой системы координа.

новые коэффициенты сг\; получаются из выражений (3) пу­
тем подстановки туда соответствующих значений с','՝ из (1.1) или (2.1). 

При решении конкретных задач к полученным соотношениям могут 
быть присоединены уравнения равновесия и неразрывности деформации 
условии на поверхности, зависимости между компонентами деформации и 
перемещений.

Вычислительный центр АН
Армянской ССР Поступила 2 1\ 1975,
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l>. b. ՄԿՐՏ23ԱՆ

ԱԴՄԱՆ£ ԵՎ ԱԵՂՄՄԱՆ£ ՏԱՐՐԵՐ ԴԻՄԱԴՐՈՂ, ԱՐՄԱՎՈՐՎԱԾ 
ՆՅՈՒԹԵՐԻ 2ԱՄԱՐ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՕՐԵՆՔԸ

Ա մ փ ռ փ ո t մ

երկրաչափորեն դծային աոաձդականութ յան տեսության սահմաններում 
Ոէ սումնաււիրվում կ ւււոաձդական, համասեռ ե իդոտրոպ նյութի լարումների !ւ 
դե ՛ի որ մ ա ցիանևըի միջև ֆիւլիկական կապի օրենրր, երբ այդ նյութը արմա­
վս րվ ած է'

/. Բարակ, սւռաձդական թեյերի խիստ միաուդդվւսծ համակարդովւ
՝ Բ"ելերի երկու միւԱէէւդդված համակարդերով այնպես, որ բաղադրյալ 

նյութի յարարանչյո<ր կետում այղ հւսմ ակարգերր թքւււ/ր հանդիպում են ուղիղ 
անկյունով

՛է. Բ՚ելերի երեր միաուղղված Համ ակարդերււվ ա յնպես, որ արմավոր- 
վտձ նյութի տարածության մեջ այղ համ ակարղերր առաջացնում են եոա- 
յոււի օրթոդոնալ ցանցւ

թնղունվում է, որ թելերի աոաձդականւէւթ յան մոդուլը ղդալիորեն մեծ 
թելերը չրջապաւ/ւոդ միջավայրի մոդուլից, կամ այդ ջրջապատող մ իջա- 

հայրր վատ / դիմադրում ձդման ււեֆոր “արիաներին, որի հետևանրուԼ բա­
ղադրյալ նյութը ձդման ե սեղմման դեֆրւրմացիսւներհն տարբեր Է դիմա­
դրում:

THE LAW OF ELASTICITY FOR REINFORCED MATERIALS 
HETERORESISTAMT TO TENSION AND COMPRESSION

RE. MKRTCHIAN

S u m m a r y

The physical law of relation between strains and stresses of ela­
stic, uniform and isotropic materials is examined in terms of the geo­
metrically linear theory of elasticity when the material is reinforced 
by means of:
1) strictly one-directional system of thin elastic fibres, 2) two one-di­
rectional systems of fibres with the fibres converging at a right angle 
at every point of the composite material, 3) three one-directiona) 
systems of fibres, with the systems forming a three-dimensional ortho- 
gonal net in the space of the reinforced material.

It is assumed that the fibres have a much higher modulus of ela­
sticity than that of the surrounding meduim. or the surrounding medium 
poorly resists to tension deformations (cracks are formed in it) with 
the result that the composite material offers heteroresistance to tension 
• nd compressor deformations.
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