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ВОЛН ДАВЛЕНИЯ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ИДЕАЛЬНОЙ

СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТ11

Задачи о распространении волн давления и полубесконечной среде или 
а слое идеально։։ сжимаемой жидкие! и. возбужденных приложенным рас
пространяющимся внешним давлением на свободной поверхности жидко
сти, были предметом многих исследований. I очное решение задачи рас
пространения двумерных волн давления н слое идеальной сжимаемой жид
кости, находящейся на недеформируемом полупространстве, дано п ряби
те [ I]. При этом предполагается, что на свободной поверхности жидкости 
вдоль прямой внезапно приложено произвольно зависящее от времени дав
ление. которое затем симметрично распространяется с постоянной скоростью 
в обе стороны вдоль этой прямой. Точное решение задачи в виде замкну
тых эффективных формул получено при помощи интегральных преобразо
ваний и метода Каньярда [21. Публикации. имеющие отношение к рас
сматриваемым вопросам, приведены в этой работе. Другой подход, связан
ный с приведением интегральных трансформант к форме аналитической 
функции, дан в [3!,

В настоящей работе исследуется распространение трехмерных песта 
ционарных волн давления в полупространстве идеальной жидкости, когда 
п некоторой точке ее поверхности приложено произвольно изменяющееся 
во времени давление, которое непосредственно с постоянной скоростью рас
пространяется в определенном направлении. Для получения точного реше
ния в виде эффективных формул используются методы интегральных пре
образований. Обратные преобразования выполнены модифицированным 
Де Гуном [41 методом Каньярда.

В качестве конкретного примера рассматривается случай, когда прило
женное давление постоянно во времени. Отсюда, в частности, путем пре
дельного перехода, получено решение задачи о распространении стационар
ных волн давления, возникающих при распространении вдоль прямой нз 
поверхности полупространства жидкости постоянного давления. Кроме это
го, как предельный случай, получается также решение задачи о распростра
нении ноли от постоянного давления, внезапно приложенного вдоль полу
прямой на поверхности жидкости.

§ 1. Постановка задачи и ее решение

На поверхности полупространства идеальной сжимаемой жидкости и 
начале координат в момент времени • ֊0 приложено произвольно изменяю
щееся ио времени гавдение, которое затем распространяется вдоль положи-
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тельной ося х с постоянной скоростью с (фиг 1) Требуется определит»* 
в линейной постановке трехмерное нестационарное поле давления в жид
кости.

2

Фиг. 1.

Уравнение распространения волн давления в жидкости, начальные и 
граничное условия имеют вид

֊ Д 0
дх։ о у՝ «</- сс, <к՛

П.-«=^| =° П-2)
01 ! о

Р |хМ, = Рг//(х)Н(с1 х)/ (с/ — х)0(^) (1.3)

где с0—скорость волн з жидкости. /7 — функция Хевисайда, а 6 — дель
та-функция Дирака

Применим к уравнению (1 1) их условию (13) преобразование Лап
ласа по ( и преобразование Фтрье по х и у:

р(х, у, 5) \ р (х. у, с. /) и " /11

р (з, р. г, 5) = | ( р <х. у, с, >) е <Ул'(/»/ (1.4)

р «« ՝ Р (Т. \ С, $) ։•' ՛ ’ с/тс/й

После проведения обычных ныхладок клоброжснис давления по Лап 
ласу принимает вид
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1
Р = 7:

՝ С '----------- ехр[- (гп0 fox izy
s гс7

(1-5)

где

пй = («2 4֊ F : -у) (1.6)
со /

Переходя к цилиндрическим координатам (г, 6. <)- после замены пе
ременных в интеграл։ ( 1.5) по I 4 I

а = — i 'cos5 — jg.sinO), b— —(•.» sin G 4-<7 cos б) (1.7)
Cq Co

получаем

X'G'i, q, G) = (•' - i»> cos '■>); |( ; 4-/wcos0)s * q:sin"G] (1.9) 

'По - (<o8 + y՝ 4֊ I)'7 = Co,c (1.10)

В плоскости комплексной переменной «о подынтегральное выражение им сеч 
простые ПОЛЮСЫ

12у = (± q sin О |- .’'y)/cog G (1-И)

и точки ветвления

2« = ± /I q՝ И (1.12)

Чтобы обеспечить однозначное г» подынте гральной функции, в плоско, 
сти и» проведены разрезы. как показано на фиг. 2; при =»том ReMc2>0

Рассмотрим в плоскости «•> линию I'. на которой функция

t — — (:т0 — /ыг) (1.13)
<г 

принимает только действительные и положительные значения. Эта \нняп 
представляет собой гиперболу

<.»•* (<?| = <г7г . 4 е- /֊) при (1.14)
V

где

/7 — га 1 9՜ н. 'с р/с0. ? = 1 г: - г- (1.15)

с вершиной •: точке / — /1։ \՛ =.•■-! у՝ г1.ф). Вершина этой гиперболы 
всегда лежит ниже точки ветвления, так как г,ф<1.
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Рассмотрим в плоскости <о замкнутый контур С. образованный деп 
ствнтельной осью о», ветвью гиперболы к дугами окружное!я с бесконечно 
большим радиусом (фиг. 2). Полюсы-’ чежат внутри С если

1) со$*>0 (х>0) Г. глс 7*=—)
у со$4 \ СХ '

3) ,цг

('.V' А"М՜ *•’/=, / ~ I у — (1.17)

1 !;• условиям ( 1 16) полупространство делим на три области, как пока
зано на фиг. 3.

ЗплоскцСтн у=е

Фиг. 3.
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Область I: х 0, >-(. Полюсы лежат внутри С для 7՛ 10, ).
Область П: х^>0. Полюсы лежат внутри С дли 7^^.. -") 

и лежат вне ( для ий )•
Область III: л 0. Полюсы лежат нне С для </€[0, )•
Заметим, что область I при дозвуковом распространении приложен։»՛ - 

го давления (у> I) отпадает, так как л'«՛ всегда меньше у.
Пользуясь теорией вычетов Коши и леммой Жордана, преобразуя ин

теграл (1.8) по деиста.»тельной оси О к интегралу по ветви гиперболы 
(1.14). получим

где

К^.Ч. «)^|

’-Н'х;)Z7(.v
COS

X Re exp

Ъ

р)4

<|> (р) = ••• iq), 2 = 2 1,
] 0 при
1 Ч* при

1.19)

б ” did q —

(1.18)

Двойной интеграл _ формуле (1 18) является несобственным и инте
грируется в смысле главкой значения по Коши. Особенность подынтеграль
ной функции обусловлена гем. что при I ■ Т и при Ч~*Ч^ ПОЛЮСЫ 2, ле- 
лежат на контуре интегрирования.

Изменяя порядок интегрирования в двойном интеграле (1.18). полу- 
1 м преобразование .Лапласа известной функции

ч»
Hit Jul '<• Р* | t w '<?). Ч» ~ 

о Л

г/7՛ е "dt . ՝ .20

где

т Г;/с (1.21)

Чтобы привести BttV'.H интеграл формулы (I 18) к преобразованию 
Лапласа известной рункции; ..ассмо:рвм а плоскости комплексной пере
менной Ч частный конгу j. на котором рункция

; г| Г- К., г) (1.22)

шимает дейстпительпые и положительные на »ення. Выражение (1.22) 
•-.пределяет пар.-.м п уравнение од»»ой ветви гиперболы
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Ч (П = — /v sin 0 + —J ՛ (/;// ± га) lipH f f<‘,c (1.23)

где

/,к- — .г ! f֊^-l ) / .7 = 1 l = cf- х (1.24)
с xfifi / > Г|‘ '

Гипербола (1.23) с вершиной в точке q - —г sin г> /(»//)

-■ | I—74со.$0 пересекает мнимую ос», q ниже точки ветвления под« 
интегральной функции Q-, — i\ sin G - /) i -j-'cosG и выше девстни« 
тельной оси Q, если — л< 0 (область I). В случае, если р х -О 
(область 111, гипербола пересекает действительную ось о в соответ
ствия с нижним пределом интеграла.

Рассмотрим подынтегральное выражение одинарного интеграла 
1.18) в замкнутому контуру, образованному дополнительными линиями 

С . С,. частью гиперболы (.'(•)— </’ (•) и действительной положительной 
сью г/ (фиг 4). Пользуясь леммой Жордана и тем. что действительная 

часть интеграла по С равна нулю, получим

т)Я(х - (.).
cos У .1 

о

- /7(к »)//(/- Г »Re՞71 У (1.25)
01

Обращая преобразования Лапласа (I 20). (1.25) и пользуясь интегра
лом Дюамеля, получим

ptr. 5, г. I) -
ч ■ Сл 1

fit

f։)) V. |>. Re К-(М7).7.0>^
•о/

[//(1 ~).Ч\Х ֊!•)//(( to,)-. Hi. x'iHi: niRe^ll- 
cos V df I
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•и 1/<7 /(с(7֊'))Л-г
I'-֊ (I’

Ч-֊7֊ГксГ-'/-,1 ֊/и-(/ -)к/-г
СОЗ& л С>/ ։-■ <Р

К

■ Я(7? х)Н((- Т) [ Ие^
3 <н 
т

— /(с (/—--)) </' [ (1-26)

На основе анализа полученного решения на фиг. 3 показана картина 
распространения волн в полупространстве сжимаемой жидкости для ~։ ё\ 
скоростей распространения приложенного давления: дозвуковой (с<.с.,), 
звуковой (с —с.) и сверхзвуковой (с

Для дозвуковой скорости распространения давления /7(1—у)=0. и в 
жидкое полупространство распространяемся только полусферическая полно 
с фронтом ! = 1„. Для сверхзвуковой скорости картина распространения 
волн в жидкую среду существенно меняется: кроме полусферичсс.К''й зоим 
распространяется связанная с фронтом приложенного давления коническая 
волна, фронтом которой является поверхность конуса ! ~ '<>. при х 
и х!>0. Позади коническая волна ограничена поверхностью /֊7. Котор.к։ 
представляет собой полусферическую поверхность пентрам х = сб2, 7=0 и 
радиусом с//2. Поверхность 1 = Т не является характеристической поверх
ностью или же огибающей характеристических поверхностен поли давления, 
поэтому она нс представляет собой фронта полны. Давление нс имеет раз
рыва на этой линии. В отличие от метода Смирнова—Соболева метод 
Каньярда дает решение задачи в областях позади фронта каждой волны 
подвижными границами Не правы авторы работы | Г. считающие, что им < 
были впервые обнаружены подвижные Гранины областей, гак называемые 

фронты волн, которые связаны с распространяющимися давлениями, на 
которых исследуемые величины не терпят разрывов. Существование ,<и\ 
■^фронтов» волн в задачах динамической теории упругое .и общеизвестно 
[5, 6 и др.].

§ 2. Решение для постоянною давления

Рассмотрим решение задачи, когда при \оженпос давление постоянное.
то есть

/(е/ — х) — РЛ еоп$1 

Из формулы ( 1.26) имеем
(2.1)

Р - Р- I ~(агЯ (՛• ~ '“‘('И СО5? ■ ‘ ;Ч Г0 г
2^~Сп СОЗ Ь ։/1 (Ц 

о 
аг^(; 4 А" (с/) соз (•՛ А/зш г,1] о'</ -
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-г [Н(1 -1) Н(х - те) Я(( ֊ w ֊ 
~с0 cos У

+ Н(т(1֊х)Яц 7-)]Re^ (2.2)
ел՜

где значения функций arg лежат r промежутке я, ,т
Вычисляя значения подынтегральной функции, после некоторых упро

щений с помощью замени, переменной шиегрнровання ■> ~ Р,,>։nq. получим

-,2
/%// < / — 1л) X I ? ат/cos?'x- 4- яГ:СО5 cost? /• ) .

,, _---- »------------ ’----- V. р. I ------------ =-------Т1---- ту--------- г----------  —֊
•.'֊< cos О I J О’ - )

о

' a՜! cos >/х - focos <g-eos(^ -!- ■՛ > ։
4 ' I" а* — (ф -1- Г) 

i

уНи -r,iWi:H(r.՛֊ nï(2.3) 
па/3

где

z саз 9 ֊ I cos i. p sin û /sin , а -( yp, — ~x i// (2.4)

Заменяя tg(ÿ - j ՛.! ctglç 4- ■ l ՛:.:>֊•..՛ , первом :՛. ?o атером ин
тегралах соЬтнетствен.чо, имеем

i ( igt r
2-K-ly I tx i '՝ ’-"t/

У (Is — zx) я.’х I ,
• arctg---------------- arctg—- -----— • uxtg—----------Г ( '

О2Л xz(lJ—zx} ■;՛ ■---5x) I

+- 7)Н(Х -tplWC ֊ » + X)H((-֊T11(2.5)
-Г-а

Давление, как видно из (2.5). непрерывно на поверхности / — 7. 
YP—л ->0. что ՝>-. следовало ожидать из физических соображений. Однако, 
давление вблизи фронтов волн имеет разрыв непрерывности, причем ко- 

1 
нечнын—на полусферическом фронте и ос. конечный разрыв, порядка - —1

на коническом фронте (f = /oe>YP—х<0). На линии смыкания сферических 
и конических фронтов воли, то есть на линии пересечения поверхностей 

/„ и / i'.... решение теряет смысл Оно имеет бесконечный разрыв не
прерывности ф-з этих линиях.

Рассмотрим некоторые частные задачи, решение которых получается 
из (2.5) с помощью предельных переходов

а) В случае несжимаемой жидкости с„ -00 (у—оо) и решение имеет 
-ил
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Р0Н(()хг\^ И х л-г(Г- — ;.*) х у(Р — \х) , 
Р = —Т   ՜ •   агс*£-------  • а™*Я------------------- խ

I хл 2^гу 1^х

+ аге էշ — 
хг{г ц(Р- Ух)

Р(Н[х)Н(! 'ք\Հ:

где

*0=1 :: + Л՛ Г2.7)

б) Рассмотрим решение (2.5) после длительного времени, когда пере
ходные промессы затухают и с>с,։. При этом /7(/—7 1, //('—<\>)՜0 и
оставшиеся члены (2.5) дают решение задачи о распространении стационар
ных волн давлений в полупространстве идеальной сжимаемой жидкости, 
обусловленные движущимся вдоль прямой постоянным давлением (фиг. 5՝ 
Таким образом, получим

Р0Н (/ 7<л 1 2 •-
ыР

(2.8)

Заметим, что для случая с<с0 формула (2.8) не является стациона, • 
ным решением. В этом случае, при /—ос, необходимо учесть наличие .։ лу- 
Сфернческих волн. Эти вычисления мы не приводим.

в) Наконец, решение задачи о распространении волн давления в жид
ком полупространстве, поверхность которого возбуждается внезапно при
ложенным вдоль некоторой полупрямой постоянным давлением (фиг. 6). 
получим путем перехода к пределу при с—ос- (у—0).

Р{}Н(1 1^X2 | | х ■; цР-—— Н~ге‘*^՜ ■ "

таге18де__агс։^ II (2?)
я։!(л-гг Ч.У Н -г

где



С. Г Саакян12

Решения последних задач получаются также указанным здесь методом 
и оападают с полученными результатами.

Еоеааксккй политехнический институт 
им. К. Маркса Поступила ° VI 197j

II. Դ. II1Ա ԱԿՑԱՆ
ՃՆՇՄԱՆ ԵՌԱՉԱՓ ՉԿԱՅԱՆԱՅՎԱՄ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՈՒՄԸ ԻԴԵԱԼԱԿԱՆ ՍԵՂՄԵԼԻ 2Ե'ԼՈԻԿ ԿԻ11ԱՏԱՐԱՄՈ1’ ԹՏՈԻՆՈԻՄԱ մ փ ո փ ո t մ

-.սղվածում բերս ում I; -եղուկ կիսաաարած ությունում ճնշման աքիրների 
տարածման մասին խնդրի լուծումը, երր կիսատարածութ յս>ն մակերևույթի 
որևէ կետում կիրառված է մ ամանակակից կամ ա յաոքե ս կախված ճնշում, 
որն անմիջասյես Հաստատուն արադությամր տարածվ ում է մակերևույթի 
վ_րա որոշակի ուղղութ յսւմրւ Խնդրի ճշղրիտ լուծումը ստացվոլմ է ինտեղրԱէլ 
ձևւսփէէխոէթյունների էւ ևանյարղի մեթոդի ոդնո: թյամրւ

Այնուհետև քննարկվում է մասնավոր դեպը, երր կիրառված ճնշումը 
րսա <1 ամ ան ակ ի Հաստատուն է, սրիր սա հմ անտ յին անցման միջոցով, ստաց՝ 
վ.ւ<մ է կայունացված ճնշման աքիրների տարածման մասին խնդրի լուծումը 
Այդպիսի աքիրներ ա ոաջան ու մ են .՛եդակ կիսասւարածրւթ յանում մա կերն֊ 
վայթի վրա ուղիդ դծով տարածվող .՛ ա ստ ա >ո ո ւն ճնշումից: ^ացի այղ. որպես 
սահմաՆա ւին դեպը սսւացվում / նաև հեղուկի մակերեա յթի վրա կիսաաղիդի 
երկայնությամբ Յանկարծակի աղդող Հաստատուն ճնշում ից առաջացած ա- 
յիրնեյւի տարածման մասին խնդրի լուծումը:

PROPAGATION ОГ TIIREE-DEMENSIONAL NON-STAT1ONARY 
PRESSURE WAVES IN A HALF-SPACE OF PERFECT 

COMPRESSIBLE LIQUID

S. G. SAHAKIAN

Summary

A solution is presented to the propagation problem of pressure 
waves in a half-space of liquid where at a certain point of its sur
face the pressure is applied varying arbitrarily with time and propa
gating immediately in a definite direction over the surface at a con
stant velocity. The accurate solution to the problem is obtained 
by the method of integral transformations and that of Cagniard.

Some particular cases are discussed where the applied pressure is 
constant in time.
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