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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ В ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ. ЗАКЛЮЧЕННОЙ В ТОЛСТОСТЕННУЮ

Л11НЕЙНО-ВЯЗКО-УПРУГУЮ ТРУБУ

Рассматривается пульсирующее течение вязко։։ ньютоновой жидкости 
з толстостенной чпиенно-вязко-уируГон грубо. При этом труба рассматри
вается как длинная прямая и незакрепленная I 1спользуются линеаризо 
ванные уравнения, которые позволяю! рассчитываю характеристики вол
нового движения. Построены дисперсионные кривые, а также зависимое։»« 
меры затухания от круговой частоты. Показан значительный эффект уч*՝- 
та вязкости стенок трубы. Данная задача моделируе» движение крови г. 
крупных кровеносных сосудах (арнгриях и венах).

Уравнения движения несжимаемой однородной изотропной тилстостеп-
Jioii оболочки в цилиндрической системе координат имен»։ вид 11|
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где р*— плотное га материала стенок, н:>—коэффициент Ламе, дав
ление, а пг и и, соответственно радиальная п осевая компоненты пере
мещения стенки. Третье уравнение системы (I) представляет условие не
сжимаемости. Гак как нас интересует распространение гармонической вол
ны. то на основании принципа соответствия |2|. система (1) в образах 
Фурье примет вид
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- с -
Здесь г' ։ > соотвс ^стнечло комплексные модуль

2(1 - *)

упругости и ко:՝. 1|>,'Д_и:<.пт Пуассона.
На основании уел-.чая несжимаемости имеем

1 Г>? : 1
а ~------- - Нг------ — (3)

г Ог г </х

л •;:։гывая уважения (?) к юрных дау? уравнениях системы (2) н исклю- 
:ая функцию для определения функции ч получим следующее уравне
ние и частных производных »и-стертого порядка:
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Общее решение уравнения (4) имеет вид 
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где

L I -; ■ - V - mL (: ) О 

Будем искать <| , :i <| - в виде

Л; (г) ехр[.'( I - ;х)|

- .-Kir)ехр[7< ՛•( ;х)|

Здесь՜;՜ - (с — комплексная скорость), действительная часть кото- 
с*

.юн волновое •«.։• VG, а мнимая—мера затухания козмущення по длине обо- 
хпчкн.

Учитывал выражен.:я (7) в уравнениях (6). а также условия (5) в 
(3), окончательно будем, иметь

ejip — ”.v) j
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Здесь С|, С\. Cjt С.՛ постоянные ните։ риронзпи; . и j боссе
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левы функции первого рода, У՜, и У\ бесселевы функции второго 
рода, а 82 = — / ֊։ 4- — У

\ т./
Будем считать, что жидкость — ньютоновская и несжимаемая, а ее дви

жение— ламинарное и осесимметричное. Предполагая, что возмущения 
достаточно малы, выпишем линеаризованные уравнения движения Навье- 
Стокса и уравнение неразрывности в цилиндрических координатах
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։де р—плотность жидкости, II—динамическая вязкость, р— давление. 
V. и и,— соответственно радиальная и осевая компоненты скорости жид
кости.

Решение уравнений (9) проводится тем же способом, что и для ком
понент перемещений оболочки и при условии ограниченности функций при 
г=0 может быть представлено в виде

Р АЛ (Л') ехР I ‘ (՝"* - 7*)1

V, М։ — /։ (г, г) — 1\А,]Х (Зг)* ехр [/(-•»* *х)| 
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г., = | Л1 —-4гР/в (>г)] ехр[7Н 7х)| 
I Г> I

где А։ и /4; — постоянные интегрирования, ] и Д — бесселевы функ

ции первого рода, а р2 = — 4- — '■ Обозначим через а и Л соот

ветственно внутренний и внешний радиусы оболочки. Для завершения 
постановки задачи необходимы граничные условия, связывающие дви
жение жидкости и оболочки.

На границе, раздела жидкости и оболочки должны выполняться усло
вия непроницаемости и прилипания, которые соответственно имеют вид

(И)

I. „ = ('■•') «4, (12)

:.е должны ш>тподнять£Я условия равенства касательных и нормаль
ных напряжений, которые запишем в образах Фурье



Р К.«. \мензале78

На внешней границе должно выполняться равенство нулю касательных и 
нормальных напряжений. гго в образах Фурье можно записать в виде

(15)

(16)

11олч։н1И11 решение уравнении движения жидкости н оболочки гранич
ным условиям (И) — (16). получим систему шести линейных алгебраиче
ских уравнении < шесиио неизвестными
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Для нетривиального решения системы ( 17) имеем

с!е1(ал) = 0 (18)

Гаким образом, нами получено дисперсионное уравнение

ПсрсГсдсм теперь к вычислению комплексных модулем Е(<->) я т(ы) 
Следуя [2|

3(^4)'. ^=֊т=£

Предположим, что попедени։ материала оболочки описывается моделью 
Фонгта. Для подобного рода мидели значение пода։ливоС1И сдвига имеет 
вид [2]

/, ——- / “А . . „ у; 1 (20)
Е՜ -| Л" Ш‘7/ У,

Здесь £ — модуль Юнга для упругой задачи. . — вязкость материала обо
лочки.

Для определения У примем гипотезу Ю Н Работнова [3], глася
щую. что при описании наследс ।венных свойств реальных сред наиболее
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существенную роль играет сдвиговое последействие, тогда как объемное по
следействие можно считать отсутствующим К=СОИ31.

Е 1
В упругом случае Л' - • а и вязком Е = --У., откуда

по предыдущем гипотезе имеем

У (21)
1 — ‘27

Зий» инне \ -0.5 (вами используется случай несжимаемости) рассматри
ваю нельзя, ибо .->։<> приводит к необходимости деления на нуль. Поэтому 
а дальнейшем будет принято значение \;=0.49. что дает очень мало отли
чающиеся результаты для значений V. сколь угодно близких к 0.5.

Д н перепойное уравнение ( 18) выражает зависимость константы рас
пространения у от частоты <ч |; параметров системы. Для решения этого 
уравнения была я. пользованы разложения бесселевых функций от аргумен

тов ■ уд. .՛?•?, \ь!-. поскольку эти величины значительно меньше единицы (так 
как нас интересуют нанбйлыиис значения скорости распространения пуль- 
с:ж..н волны), н для А.(|н|) и Д([н։) принимались следующие апроксима- 
ияи;

[ЛС')֊?7о(^1
где

При следующих значениях параметров системы:

а 1.3 см. Ь- 1.5 едг, а = 0.04----------- ; р = р* = 1.05 —
см сек смл

£=310°—. ч^.0.49: т.^8.710֊1----- -------; св = 541—
елг см сек сек

учитывая в дисперсионном уравнении (18) формулы (19), (20) и (21) и 
раз ъожения бессглевых функций, итерационным методом численно полу

чены зависимое; и «разовой скорости — (меньнлпй корень), соответстяую- 
<?о

щей волне Юнг<к распрострАнкющснся в жидкости, фазовой скорости 

(больший корень), с.ортвегс • пую|уей волне Дамба, бегущей б оболочке, в
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а (&'
меры затухания г от угловом частоты «». одесь св = ( ——) 

('2Ь Л — и) определялось по формуле Гезалп. А- ко.-мрфицнент зату
хания, л длина волны.

( <юп»сг։ тнующиг кривые приведены на фиг 1. 2, 3: сплошной липин 
соответствует взятая модель, мелкой пунктирной линии — случай тонко* 
Г1СННОСТН оболочки, а крупной пунктирной линии — упругом изотропной 
модели.

<) Инн-пни АН \,•мин. ком ССР Моамнмй. V. '։
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1 Численный расчет показывает достаточно значительный эф- 
ч .- т вязкости материала ск-нок на дисперсионные кривые и на меру за

дания. Дисперсионные кривые для случаев идеальной и вязкой жидко- 
и практически совпадают.

2 II. кря .՛ чгнпых графиков очевидна незначительность эффекта тол- 
■стенности оболочки

- . .1Йджа!ь:кпп Орден* Трудилыч»
иогп Знлмени ! меударственный
нявергнтс: и». С М Кирой • Поступила 6 I 1975

и. зпь. шгодип-ь

211.1‘1ПН.1'1| ЩНП.ЫФ 80.0113111 мп; '1-ни.ВМ, |Г(ВИ11»81*11 1НП1.9'].и.։։||.Ъ
ДП181к‘||иЗ 1.|ЦЧ,1М.1М|(11-։с ‘ШЧ11’Ь1Мв1,и»(Г |ГОП1‘8ЬЬ льп.тпмг

И. Н* ф и ф п ։ |Г

■'•'./гп/уи/^.у^пгг/ !. ։Ь<ц1.[, нрр Ъ11Ш(НЩ1рпч1 б‘и/и/р ш Л гп J р
: ' .1 ;[>Ъ 1/ т ՛) п։ д ^1{ ш п ш Л//ш I/шЬ , ш и иг ш /у ш ш ]и и 1/а ч1 г/^лх^гх/х

.<//хх1х лх/Ь т’Лх/хл/угхг ։/:



Pacilpocrp.nivii-.՛ I .<|֊Mo:j.i'K imu'i u inUKOii HiHAKOmi P3

ON PROPAGATION OF HARMONIC WAVES IN VISCOUSE 
FLUID WITHIN A THICK-WALLED ViSCO-ELASTIC TUBE

X. Ju. AMENZADE

S u m in >. r y

A model is developed to describe the propagation of harmonic 
waves traveling through a Newtonian fluid within a cylindrical thick- 
•walled visco-elastic tube.
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