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Р М КИРАКОСЯН

О СООТНОШЕНИЯХ ДИНАМИЧЕСКОЙ
ТЕРМОПЛАСТИЧНОСТИ

Известно, что упругие свойства материалов сравнительно слабо зави
сят от скорости нагружения, чем пластические. Динамический и статиче
ский способы определения упругих постоянных обычно дают практически 
Одинаковые результаты, чгг<> нельзя ожидать по отношению к пластиче
ским характеристикам материалов.

Несмотря на существующее множество различных моделей, учитываю
щих влияние скорости деформирования на соотношения пластичности, этот 
вопрос пока нельзя считать окончательно решенным В настоящей статье 
делается еще одна попытка в этом направлении. Опираясь на понятие по
верхности текучести и ассоциированный с ней закон течения, предлагают
ся динамические соотношения пластичности при нес таи попарных темпера
турных полях. Ради простоты считается, что упругие свойства материала 
не завися, как от температуры, так и от скоростей деформаций. Более де
тально рассмотрен случай плоского напряженного состояния.

В заключение указывается возможность учета влияния других факто- 
ров (магнитного ноля, облучения и т. д.) на пластические свойства мате
риалов.

1. Пусть поверхность текучести, ограничивающая область упругости 
материала в пространстве напряжении о՛./, определяется уравнением

/•’(3«7» <Ь (j> -ol-^ 0.1)

где 7 —параметр упрочнения, - температура. —тензор скоростей 
деформаций.

Как обычно, при Е<Х0 состояние данной точки, независимо от того 
происходит нагружение или разгрузка, является упругим. При пластиче- 
скох։ течении точка, изображающая напряженное состояние в пространстве 
напряжений, двигается по поверхности текучести (1.1). следовательно.

aF ■ dF, tdF , dF -
dzif д') Oq

1.1.2)

При разгрузке или нейтральном изменении напряженного состояния <7 = 0. 
^С0. и из (1.2) следует

oF ■
db

dF
(1.3)<0
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Следовательно, при нагружении

/>0 (1.4)

Значение ( является мерой ннгексканости процесса нагружения. По ана
логии с классической теорией гермопластичносп! (1| примем закон течс- 

■ и. нормальный к поверхности текучести и пространстве напряжений

., / и f fit л о!՛ \ .й„ — vH---- J ֊- vH-----(------- за։ — • • — -ла ) (1.5)
Л:,. i’Q.fXUSu /п (Нн /

где с,, - гензор скоростей плас ических деформаций, Н —положитель
ная функция упрочнения.

. I 1. если / Он/ 0 (16)
I 0, если Г 0 или / - 0 и / 0

Принимая н качестве и։)..։м< рл >։։.*< нения работу пластических дефор
маций

0=1 'ч dt U-7)v

с учетом (1.5) из (1.2) получим

^L-.2L (L8)
f?q О:ц

Заметим. что совпадение выражения функции упрочнения /7 с ее класси
ческим выражением является формальным, так как она теперь зависит oi 
скоростей деформаций

Прибавляя к (15) тссмоупругис с -авляюшис скоростей деформации

Г =<; ~ .4։>л* г..; - (1.9)

для полных соотношений получим

-4t- •• - ^Н֊/ (1.10)

3 ‘ •֊։• /<,,/՛• - Т' Нл<-|]> коз<р'рициснтои упругости. <г ..1МИОА ’qn<JR-
к< р.ч. коэффициент лииечкогг՛ температурного расширения мяте- 
рилл.1.

В соотнсцяеНйЯ (1-Ю), кроме скоростей деформаций ■./, входят 
с։ц ускорения де рорм.1ЦИЙ В случаях, ко да ускорения деформаций

япл.41 »тем непрерывными функциями премени, ил можно с помощью 
дифференциальных ур.ишепкй дни жени я



О гпотиошемиех дичамкческон гсрм<м1л.н:тнчздст11 (Л)

' А/— ра/ (1.11)

и геометрических соотношений

1 , '- ֊” (и.-.; 4;,г) 1Л2)

выразит;« через .юответствуюшие пр. ;•֊•водны« •б-ьемных ил I на пряже- 
или по координа; ам

-1՛ — ("а.л — «д.х, -*- А',-., -*• А. -.,) > 1 13)
2('

(].՛—плотное! !> материала).
В<> избежание недоразумений отметим, что по и вестным ускорениям 

деформации для некоторого момента времени С нельзя определить ско
рости деформаций к.у для того же момента. Механический ։ мысл это: 
Утверждения заключается в том. что в зависимости от того, происходит на
гружение ил;: разгрузка, одним и тем же ускорениям деформаций - бу
дут соответс: навить разные скорости деформаций

В динам I веских задачах ускорения деформаций обычно являются 
разрывными функциями времени, в силу чего не всегда возможно исклю
чить их и м х.'.'ническкх соотношений материала.

Механические соотношения (1.10) не окончательны, так как в их пра
вые части входят скорости деформации. Для окончательного представ \е- 
йия механических соотношений динамической термопластичиости следуем 
.ешить систему (1.10) относительно скоростей деформаций или относи
тельно скорое ։ ей изменения напряжении. Удойнее эту систему решить от
носительно скоростей изменения напряжений о, . так как з этом случае 
она линейна

Считая, «и ? идет упругий процесс и /А^О). из соотношении тер
моупругости (’.9) определяем скорости изменения напряжения для 
данных скоростей деформации >՝,,

Алк («и ֊ ) 11.14)

где Ауд- »братний1. тензор модулей упругости. Далее. по найден
ным скоростям измен.нии напряжен’.։- проверя-м условие упругого 
деформирования

; Ор <'Г ; дГ - ,
т ----- =_•--------0------ ^֊2;, 0

Если условие (1.1?) соблюдается, то а«՜։ самом деле адет упругий процесс, ч 
соотношения (1.14) являются решениями системы (I 10). В противнем 
случае деформ и рованке—упругс^пластическос (Аг՜ 1). Систему (1 10) пред
ставим п виде
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/Л(М
= /д ~ 5.,, - — И о[՜ / о г : >Е 

1 — ՛< - ) (1.16)
оз(, дз^/ оз-1( \ -■Я О

Решая (1.16). ш лучкм

л
■■ -2и
-'՜ !)

(1.17)

где

а.,.г/ Олх։։ Сл_։*т Й.гг/г а, ,-■
Оуг/гг И|Л/.г^ О ՝;чч: «иу;;

Г,- а^‘> Й.-гу, а;гг= 01 • ՛,■: (1։гг« (1.18)
а.у-։< 0 ГЧ'/Ч Плуг г На.;։ . Огне.

а.,.-.л (։՛/.»./ Ну.-гг О? Г1У О Н./ггч

I а .-АГ՛ Я :< ».■'/ а:г-г (11,,9 а-,,,.- аг.г/

Для получения детерминантов /֊).՛. следует и ныражеиип к) соотиет՝
ствукнций столбец (/։£ — л-г. {/։/. ֊с. хи, уз, гл) заменить через

... - Н '"՝ ' — «՛.) (1Л9)
(73,. \ (А /

Если материал изотропен, то

/ у
«,.7- ~

£
Л՜

Оз,-,- О'З..

ог оЕ
«'•г.'՜՜ -----------------

Е о ՝и

.. дГ йг
Н----------

03,
<1.20)

2(1-*-*) 
Е

где Е— модул։ Юнга г — кЪэффнцаеиг Пуассона материала,

2 Рассмотрим плоское напряженное состояние



где

(> оотношуппях д;ц|։|՝.:11Ч(՝г:«1Й ;..*։>м«?п.1.а-|л’г:-;. тп

2 ’Л+1) (1 я,
Е \о-Ку' д-л,

Е-Е\в..
(>-ху\оул д;.,}

о. , = 2 Ц- ■ + н( —у в,^- 
Е \дся / \д-.„,/

2 (1 ՝)Н

дЕ / дЕ дЕ ՝
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<>Е

«<?

дЕ иЕ_
<^л

В,

д1. ՛ "'

Е. ..Е\цх-нЕг 
д^, д\ / д-'Л'1

(2.4)

В случае слабой зависимости поверхности текучести от скоростей деформа- 
ций можно пренебречь членом

(2.51

что вносит сущее шейное упрощение в механические соотношения, которые 
уже приобретут квазистатический характер.

3. В случае одноосного напряженного состояния имеем

1 V1
-Г н

(2.2)

в.. =

в1' \ !'

+2.,НЕЕ.
<Л., д\ч

Е ' I ±

В.... Н '֊

<^Ък

Зб
\ </б д'^к 

()Е. <>Е \

/к- 1’2.3)

дЕ с/Е • дЕ •■
, ■ ' кк: ~ ։ “X I - -у

дъ^ д^х <кч

Если материал несжимаемый, то

*1--------— -Ьк I
сЕ.ьк

дЕ_ ■; £Л
(К, ' дглч

£*9 —

В
д

<>6

1V 5= -*•)
2

ч, ֊ 3^

(3.1)
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_-и7-:я гсмперпуру постоянной, урапнение поверхности текучести предста
вим в виде

(;о> 9՝ - > ^п1=;р ?) Л<’0՛ <?) сг/Л, • д) а>ж *,7®л*
(3.2)

где а,< и а,,.*л постоянные симметричные тензоры соответственно 
второго и четвертого порядков.

При несжимаемости м атериала с учетом симметрии тензоров а, , и 
и../.л для одноосного нагружения имеем

о,-О, аиыёь -'ч (3.3)
где

3
3 — ~ (ащ; — ааь 1 (7 ¥* /) (3.4)

Ограничиваясь первыми гремя членами (3.2) и имея в виду ( 1.8), (3.3). из 

(3.1) для одикосного кпаз«статического нагружения | ——• Ъ-0 ) в усло

виях стационарности температуры получим 

где

г֊Ё„ (3.6)
՛ ■ 1> . _  Г - п.
Од ' (Кл

з:1 /'^֊ \
•••■ _ ՝ Од 0ьх <7з, Од ■'

~ £^У^։, Ег—\ <3֊7>

\ Од /՝ Од Озк /

Новый член R со<>. ч--тении (3.5) о, выражает влияние скоростей дефор
маций на плас г.н-еские свойства материала.

Заме; им. что т<рн кзазиста гическом нагружении минимальные привци- 
<ы термопластической краевой задачи для скоростей деформаций с учетом 

и без учета влияния скоростей деформаций на механические соотношения 
не будуг отличаться до՝.՛ от друга. В обоих случаях из всех кинематически 
возможных полей скоростей деформаций г,, только действительные поля 
... будут обеспечивать абсолютный минимум выражения
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■'го совпадение является следствием тоге., что ?. обоих случаях различные 
’•О содержанию функции упрочнения Н положительны, коэффициенты g об
ладают одинаковыми свойствами, а любому кинематически возможном՝՛

<• v ’<։полю скоростей деформации соответствует единственное поле скорс-
V V » '0 *стен изменении напряжении Л/;.

5. Пользуясь понятием поверхности текучести в рамках ассоциирован
ного с ней закона гечеиня. .можно аналогичным образом учесть влияние 
других факторов (магнитного поля, облучения и г. д.) на пластические 
свойства материала. Например, если тело, изготовленное из магнитоактив
ного материала, находится в сильном магнитном поле, то можно полагать, 
•1TO поверхность текучести зависит еще ։: от напряженности магнитного 
ПОЛЯ Н:.

Ffaj, Q, Ef/. = о (5.1)

i огда при натру женил

^=,7.
до {> ' </Ь

oF
(5.2)

для скоростей пластических деформаций будем иметь

дГ дГ ■ . аГ i oF dF
'fii Т -hk *7՜ ~

d'r.k dJ azhk uHtt

Не вдаваясь в подробности, заметим, что такой учет влияния .магнитного 
поля в выражениях скоростей изменении напряжений (1.17) приводит к до- 

и оавлению члена -------//.•..
дНц
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В работе [2| этот минимальный принцип получи։ при постоянных объемных си- 
.их (Хг=0). Можно показать, что изменен«։ 'Т.ъсмныл «ни нырлзитси появлением чле- 

ин - I X. ч ^dv.
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III»։ ններր. Որսչես մասնավոր ղեէէյր րչիսէարկվո։ մ /; ստացիոնար ջերմաչին 
ւ/աաւսւմ կատարվււղ թվա ղի ստատիկ րԼոնաւԷորւէէմրէ Մանրամասն քննարկ- 
վ;>ւմ են ^iit/ill հ. միաառսւնցր բեռնավորման ղեււչքքերր:

ON CORRELATIONS IN DYNAMIC THERMOPLASTICITY

I M. KIRAKOSIAN

S u m tn ary

Assuming that t -e surfaces of fluidity of material depend on velo
city of deformations, certain dynamic correlations in thermoplasticity 
are suggested in terms or the association law of flow. A quasi-statie 
loading at constant temperature is considered as a particular case. Plane 
and uniaxial cases of loading are examined in detail.

.1 II I l; P A I y P A

I. H,ft I leu iintp.MHHi. x.k iiaj< Tnuci Koe .•.vipopMiipou.iHiiv McxaHHKa, № 5 (57), 1959.
2. lifro: 7,- Ranif kl li. Varintiuual principles in uncoupled tliermoplasUcity. Ini.
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