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ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ КРУЧЕНИЯ ДЛЯ ТЕЛ 
СО СФЕРИЧЕСКИМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ

В работе рассматриваются задачи а крутильных колебаниях ограни
ченных упругих тел, имеющих сферические поверхности; последние. R 
частности, могут уплощаться Возбуждение колебаний осуществляется при
клеенными к поверхности жесткими штампами. В качестве тел берутся: 
I) замкнутый сферическим слом радиусов г ,>-бр. жестки закрепленный по 
няжнему основанию и подвергнутый кручению с частотой <•՛ круглым сим
метричным штампом: 2) шайба (сферическим слон бесконечного радиуса) 
с жестко закрепленным основанием я боковой поверхностью, свободной от 
напряжений.

В работе предложен метод решения указанных задач, основанный на 
сведении последних посредством факторизации к бесконечным системам 
линейных алгебраических уравнений. Доказывается, что бесконечные 
системы каазирегулярны. Изучен также вопрос о вырождении сферическо
го слоя в бесконечный г мп. который имеет определенное прикладное зна
мение.

Отметим, что динамические задачи для шара, как в случае кручения, 
гак и при наличии нормального воздействия штампа, рассматривались в 
работе [I], в которой применен метод парных рядов.

1. Получение бесконечной линейной алгебраической системы

Все описанные выше задачи приводятся к решению интегральных урав
нении вида

ц
| К { 'I, r.'} q (р) d'> = /(<), 0 7,՛ а <1.1)

со
К (т, ;>) = V ՝ь (/.„) 5Л (р) S„ (/. । sin у (1.2)

л—1

где в случаях задач 1)—2) имеют место соответственно следующие соотно
шения:

1) /.„=□, г, = 9—широта в сферической системе координат

I ■՝ • ՛ | ^>р֊՝՝^-՛ (ьз) 

где Pn (cosy) — функции .Лежандра первого рода на разрезе
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а = %> / (&) = я1-п ՛■՝

Л , ’ (ХП> / . • • (*Л) I (хго)

(1.4)

где С - модуль сдвига» = характеризует величину максимального по
ворота штампа., У, (г) — 'Пункции Бесселя;

2) >| — г радиус и полярной системе координат

?(*)
| X- Л"՜ Л 

I -А՜?
(1.5)

/■„ определятся из условии -= 0- /(г) — гСг.
Здесь а. R. /1 — радиусы штампа и шайбы, толщина шайбы соответственно.

3<> всех рассмотренных задачах характерным является наличие у ме
роморфных функции <р(х) нулей и иолюсов, обладающих асимптотикой еле*.

шщего вида;

= з*4- 0(1), А\. = «Л'։+0(1) (1.6)

Вещественных нулей и полюсов может быть лишь конечное число. Ограни
чимся случаем однократных нулей и полюсов.

Применяя известные приемы предо давления мсроморфмых функций з 
р.:;.1г суммы главных час ей и суммируя ряды, ядра интегральных уравне
ний можем представить в следующем виде;

<Х,
( '<. (') = V 5*[«М ’о Рк 1 Г' (,?. />*) Н ( 'о ? )

С -I

♦ ?(р. ^.)м(г*. 7<)1 (Ь7)|

// ( 4, (') = 0.5(1 — $։£П I
5с- - Ке$ (р^

Здесь в случае задачи 1) имеем

^■^ = 7д^П)^(с05б) (11

*" (?’ /’л-> = “ ~Р^Рр>, <С05 ~ С^'рк (со։

Ц1։ (соз.'4 — функция Лежандра второго рода на разрезе.

В случае задачи 2)

л’(г. — — ,[}(ркг> (1.101
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/У.(р.А?)
И <Ь Р; ) = ТЬГР \ -А ~ Л?» </’*•*> -11»

У 2 Л >

М(х) функция Неймана.
Несложно установить общий вид решении интегральных уравнен и։. 

Для этого достаточно продолжить правые части на полный отрезок [0. д]. 
10. /?| соответственно в случае задач I)—2), затем обратить \евую часть, 
используя формулы разложения по функциям 6՝.,(։|), ,• проделать преобра
зования, аналогичные предыдущим.

I В результате, общи»։ вид решения дастся соотношением

</(’.) = \М(х։, /,) (1.12)
։■ О

где •: (х։) = 0.
В случаях задач I)—2)

1) с0 = £хг5с?,'<? <1), х<։ - 1, Ф (л-,, >/) = ^'"(cosv-j (1.13)

с՝0 '•/??G ig хЛ, х0 = О, Ф(х,, г) — ^^x'rl (U i)
у։(х.А?)

Дальнейшее исследование состоит в построении уравнений для опреде
ления неизвестных ct (&=1.2....). С этой целью в уравнение (1.1) под
ставляется ядро п форме (1.7) и решение в форме (1.12). После интегриро
вания к приравнивания коэффициентов при ф(х«> Т|) получается следую
щая бесконечная алгебраическая система первого рода;

У с.с/и = —св</*о к — 1. 2»— С--5)

1 0 (а, р. )
- -֊- I! (хч, «)р— —֊ ■ (1. ։ й)■։*, <!а Ф(хм л)

где в случае задачи '.) - <х, />4) (х։ 1р. 1)
и случае задачи 21 5« . д-;

2. Ис( усдовпнис бесконечной системы

|коесхонечные системы, представленные в форме уравнении первого рс 
да. после замены

г», = 1։ (ха, а) с*

соответственно а случае задан 1) я 2). определены на элементах простран
ства бесконечных последовательностей 5>.

г (гх-)*. ; $ 5\, если {глк I? । 
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где So— пространство бесконечных последовательностей, стремящих« 
к 0. После введения нормы ||2j$. sup j Zkk'Л', превращается я бан, 

' к
хово пространство.

Бесконечные системы приводятся с помощью факторизации к система 
второго рода. С этой целью бесконечные .матрицы расщепляются, причем 
г >боих случаях выделяется матрица А с элементами

1
Рк - х"

(2.1

(2.2

\ линейная система приводится к виду

(Л + В)2=/, где /={/.

Оставшаяся матрица В. как показывают оценки, порождает в приведение! 
выше пространстве 5 вполне непрерывный оператор.

В работе [21 показано, что в 5; оператор А имеет обрати! 
ограниченный А 1 и построен оператор Л 1

А (*Л** ( I?՜? (/>4.)Г? — л-.) )

3. //редедьнын переход к случаю бесконечного слоя

Полагая г, —г0֊г/г н Лможно от случая уравнений сферически 
слоя перейти к случаю бесконечного слоя толщины h в предположении, 41 
«Се полюсы комплексные. Требовании наличия юлько комплексных поле 
сов обуславливается необходимостью уд тлетворен и я и случае слоя при 
цнпу излучения Зоммерфельда.

Будем исходить из уравнения (1 I) с ядром в форме (17)
Укажем некоторые утверждения относительно функции <։(х), опрсд 

ленной равенством (1.4), которые получаются при использовании равн 
мерного асимптотического разложения •; (х) ֊ помощью формул Ланг 
ра [3]

а) при г0 — рп и д>. • -՛-

Рб) Ihn —" = р.։, lin։ — = х*. где р՜ и л; соответственно полю։ 
ru-» ff) '' г.-- Г О

и нули функции (1.5)

в) lini р (л, r0) lg yA

Используя эти утверждения, можно показать, что

lini —- — х/(р’Л) (ЗЛ
г»-- Гл
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При предельном переходе будем трсбова гь, чтобы

lini rosm 0 = г, hin r։ sin £>0 - a. 'J =?= ~ и rosin ' • л- (3.2)

Сделав замену переменных fes;nq՜-р, используя (3.1)—(3.2) и формулы 
[3j, связывающие функции Лежандра и Бесселя, и перейдя к пределу при 
/’»“►СО Н ПОЛУЧИМ

а
— ('(?)?£ (?■ f)dy - ir

I* J e

где

30 г Ji (P../.bV։ (/>„?). r<?
^»r)=2T /А(^)Л(рлр)- .Nl ,]Лр{1?)^х(рЛ

Можно показать, что (3.3) есть разложение по вычетам интеграла

k (р, г) = i и у֊Л “/* У, (иг) (и;,) du
J I Xх — «■ (I

(3.3')

Таким образом. (3.2) является уравнением для случая бесконечного 
слоя.

4. Нулевой член асимптотики

Найдем нулевой член решения уравнения (2-2). Для этого надо ре
шить уравнение

ро>
У лл«*« = Д, к = 1> 2՛--- 

п —1
(4.1)

Используя (2.3), получаем

Сп= 2! ~'и-1 /—il'oz“7 Ь—Г7---------- у/ г(хл, а) (4.2)
jtjP- Wh (—Хл)(^4-Хя) /

Рассмотрим /д. как функцию от р^ и на отрезке [о, а], о>0 за- 
юксимируем Д отношением двух полиномов

N/(pk) 
Mi„ (pk)

(4.3)

Увеличивая I и п: >■ уменьшая б: можно приблизить (!; с любой точностью.
Подставляя (4.3) в (4.2) и используя разложения мероморфной функ

ции на простейшие дроби, получаем



46 В Л Виб» шчи, В. Е. Векслер

1 ", A' 1
Հ ( A'J Ил'-։ п)

где М„(;4) = 0.
Используя метод работы |4|, можно показать, что Ч(р) имеет осо! 

_ । 
яость 1а у)

В заключение отметим, что указанный метод почти без изменений пе* 
,и н :снтся

а) на случаи части сферического слоя, ограниченного круговым koi 
сом. вершина к ■ орого соппадае с центром сферы, с закрепленной внутр։ 
ней поверхностью, с боковом поверхностью как свободной, так и жест 
закрепленной;

б) на случай шайбы с закрепленной боковой поверхностью;
■ ) на случай замкнутого сферического слоя, колеблюемого двумя см

лаковым:! штампами, симметрично расположенными на его внешней по-
лгр.хяос г и и на ряд других аналогичных задач.

I.ii. . 1՝ । механика и прикладной мат ՝магнии 
Р.к ;• нк Ki.ro | <к \ ырствгниого укинерсите га Поступила 19 VI 1974

Ա. ВШРЪСЧИ. Վ. և. ՎԵԿ111.1յՐ

ՈԼՈՐՄԱՆ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ ՍՖԵՐԻԿ 
1րԱ>||յ|*1։Վ|||«:Ա*-Ն1յՐՈ«1. ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա մ ւ|ւ ո փ ո ւ «ք

Ն ատանվսղ շտամպով սէիևրիկ շերտի և հարթ տափօղակի Համար ղի- 
տարկվեք են ո(սրւէ տն էքինամիկական խնւյիրներ: Ս,ռաջա րտծ աոաջին tiling 

ինտեգրալ ւավ ասարա մր րհրվում է անվերջ հանրահաշվական Հավասարում
ների սիստեմ ի սրի կ)Էա ւյիոեդուշյարոէ  թ յունր tfttLttj Հ տրված-.

Գտնված ! լուծման ւլրոջական անւլամի ասիմ ււ/տ ոտ ի կան և եէրոկիոէթ յունք 
էէէամպի եղրի վրա; Ուսումնասիրված ե »’իերիկ շերտիրյ անվեր.) հարթ շեր 

տին անցման սահմանային ցեպրը։

DYNAMIC PROBLEM FOR TWISTED BODIES WITH 
SPHERICAL SURFACES

V. BABESHKO. V. E. VEXLER

S u hi тагу

Examined are dynamic problems of twisting a spherical layer and a 
Hat washer by an oscillating punch. The integral equations obtained 
are reduced to an infinite linear algebraic system, with Subsequent re-
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gularization of the latter. The zero member of the asymptotic solution 
is found as well as the solution peculiarity at the punch border. The 
maximum transition from the spherical layer to the infinite flat one is 
also investigated.
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