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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ У11РУГОСТИ ДЛЯ КРУГОВОГО 
СЕКТОРА В НАПРЯЖЕНИЯХ

Плоская задача теории упругости для полукруга рассматривалась в ра
ботах [1—5]. В [6| рассматривается плоская задача для сектора произ
вольного угла раствора при однородных краевых условиях на прямолиней
ных участках границы.

В настоящей работе, следуя [7]. дастся решение плоской задачи тео
рии упругости для кругового сектора произвольного угла раствора при про
извольных граничных условиях. Задача сведена к алгебраическим соотно
шениям смешанного типа, включающим интегральные уравнения и беско
нечные системы линейных алгебраических уравнений. Доказывается ква
зирегулярность последних, для неизвестных устанавливается закон асим
птотических выражений Б, М. Коялопича [8]. устанавливается характер по
ведения смещений и напряжений а угловых точках.

§ 1. Постановка задачи и построение общего решения 
уравнений Ля.чс

Рассматривается плоская задача теории упругости для кругового сек
тора радиуса г и угла раствора 1>. (фиг. 1) при задании на границе напря-

X

Фиг. I.

женин При рассмотрении задачи существенного упрощения выкладок до-
биваемся выделением симметричной и 
пряжений и деформаций. Остановимся 
относительно 
иую задачу:

антиеммметричной части поля на- 
подробио на случае симметричного

полярной оси 0,- 0 поля, то есть решаем следующую гранич

^<г’8) = ат) при 0 = 50, 0 г га (1.1)

?(/■) при 0 = 60, ОСг^го (1.2)
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n7“-r ’r- ') = 7 0'’ при /•= r0, П 0| (1.3)
2G

./r -rlr՝ при г r0, 0 '0! <0O (M)՜

причем вследствие симметрии функции f(0) и у(0) должны удовлетворять 
условиям

/0) /(—01, •j(:G)=֊*( 0)

Анализ граничных ус човий (1.1)—(1.4) указывает. ՛что решение ypa.S-
нении Ляме . AS.

fPit , 1 du 1 ty'u и 2 r/v irt A—1 ■ ---- --------------------------------- J.---------- ----- — <1
dr՝՝ r Or r”- d')'՝ r- r՛' (jf) m ֊ '2 dr

<r-v 1 1 G~v ■;՛ 2 du f m 1 0 (L5)

dr՝ r dr r- ari- r: r~ Oc) m —.2 r db

должно содержать по две произвольные функции на интервалах 
О г г0 и 0.-,0 > %. В равенствах (1.51 /« число Пуассона, 

du и 1 </v . ,,н----- f- —-------- объемное расширение, о связи с этим в соот-
dr г г drJ

ветстнии с идеей Ляме [9| искомые компоненты вектора упругих сме
щений представим в виде

и (/, 0) Вве! - 5*. '[2 <’п 2) — тз„| Сг.е ' Вг.е } соя «0 4՜

֊• - 1 ch-G COS G [(3m—4)cj(‘1 т"-Ь.(-)л c.. (")] 1-
- J

<1

sh “6 sin 0 [(3m 40. (') ֊֊ m՜ 4՜ bz (’) j 1 cos “id՜ 4՜

'՜ ~՜ ^ ch cos f’[(3m 4) 6։ (:) 4՜ m~Ci (-) — b.. (")] |-

6

sh sin r-[m'6] (-) (3m 4) r. i — c ("l] sin ~td՜ (1.6)

v(.l,r>) У ,[тк֊4(.т DlC./'"՜" йУ’"՜ ”, sr«S„0 + 

ft 1

-r — (sh'0 cos G [(3m - 4) l') — m'c, l') ^г(”)1

о

ch "Osin (3/» 4)r.("l- c (-)]՛< cos 'id՜
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9 Г
f — \ (sh “*> cosmic- (3/n 4)с։(') n?'/>։ ։:)| -

II

Ч- ch ^6 sin G |zn:c։ (:i - (3/n — 4)/>։ (т) />2(т)] sin "td՜-

Здесь ая
%

При решении, следуя (7J, ипедена новая независимая переменная t б 
радиальном направлении по формуле

I In — 
'о

которая будет изменяться в интервале оо^/сСО, если 0*--1 Г'-^г,,.
В представлении решения уравнений Ляме ( 1.6) выделены три части. 

Первая часть, содержащая Й... дает возможность выбрать несамоуравновешсн- 
иые составляющие в напряжениях. Вторая часть (суммирование по п.) даст 
возможность удовлетворить граничным условиям на дуговой части секто
ра. Эта часть решения содержит две произвольные функции на интерва
ле— Оо^О^0,„ представленные рядами по sim։,,11 и C05unO. Третья часть 
(интегрирование по т) является решением для бесконечного клина и также 
содержит две произвольные на интервале — функции, представ
ленные интегралами Фурье. Отсюда следует, что функционального произ
вола в решении (1.6) достаточно для удовлетворения граничным условиям 
(1.1)—(1.4) на сторонах сектора.

Выражения для компонентов тензора напряжений находим из (1.6) с 
помощью соотношений закона Гука

’) -֊£,<- V °֊
2G л։— 2 п j

гп (а„ I) («« — 2) С„е ՛ cos а„5 4֊

4—— ft |cos :^[sh "9sin 5 (тпт61 (т) 3/nc։(՜) - < „(■:))

A

-* ch cos G (3zn6։ (“-) г ffi'-c, (') 6; (t))]

4-sin t/[ch--0 cos 0 (z?t:6j (:) Злгс;(т)

shtGsinGf 3zz։6։(t) т'сл (t) b (t))| </՜

Д-г,(Л0) = ֊֊"1- Во? ,֊ V. I)«./'՝ *’ 

2G zn 2 fl ।

Ha„4-D
nt (’/I • 1 )(*/, — 2) C„e " ] cos a,.'.՛

’ Известки АН Армян՛, ко» ССР Механика. № ՛>
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9 Г
- — ch-0cos0[/n6։ (т) - (т) 6_(-)| •

I

I sh -.9 sin 9[ тс։ (-) m’bt 1՜) — cos-/</- r

I- — j - {ch -9cos 9[ mcx (՛} —irrb, (-) — c\ (•-)} 4~

• $h:6sinfj[ m6։ (-) — n։xc։ (“) 63 (-.)]} sin -.td‘ (1.7)

— '4 '''' {(•*« — 1) K,.e i-/пап (a„ • ՛՛ ՛ >! sin art9 4֊

■ {sh “0 cos '•>[znu-։ (“) — b.,(՜} -+֊ rnAj i՜)! !
I)

ch :r> sin[nr6| (') 4֊ c.; (') mc։ (")]| sin ~ld~ --
Л

• " sh ‘0 cos 9 [c, (") in’bi (-.) — mt:t (-) | •-

0

4-ch-G sin 0[/n-:c, (-> mb, (:) , Z> . (")] cos’/r/՜

j՝ 2 Удов.u'TbOfjehUv !раничных. условии. /1ма.н/з бесконечных систем

Удовлегзоряя граничным условиям (1.1). (1.2). приходим к следуга- 
'.ним соотношениям:

ch -Д cosr4[— тс։ (") m'.bi (-) - с: (-.)]

г sh-/^sin (')-г twtcj (-) ■ b-. О)] - 0 (2.1)

nj #0 , 1V, I (a„—1)֊Я„ m (ач -4 l)։(a„֊ 2) f, |
7П 2 1 • — I:՜ (x., - I)2 ՛ - 1

— - ch'9„cos% [mAj (*r) — m'cj") 6e(-)| 4՜

sh '90 sin % | — mvx (-) — m-A, (т) — c4(*.)J| ֊ > (-) (2.2)

- Jsh-9։)ens9ft[zn-Cj (-) 62(-) f- mb՝ (">] -

4- ch-% sin % [m--6։ (-) r t-J*:) — mc։ (-)]}-•»(*) (2.3)

sh -90 cos 0„ [c. (-) - m-6։(’t) 4-znc։ (t)| »

- ch'%sin (") 1 mbl (. :) - 6«(-)| --0 (2.4}
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При получении условии (2.1) — (2.4) использована следующая фор- 
мула:

<?" — — 1 ---- —- cos ~t(h
- - d-

где u --const. При этом функции Ц:) и с (-) равны

•* *■
£(’) = ՛!/(/) cos 'fг/?(“! ? (О sin ՝id-

V •U I)

Вводим две функции Xjf?) и л*, (") посредством следующих формул:

ch Д sin 0ох. (֊) <h -k cos %х,. (-), (24)

(т) — -----1—— , sh '% cos 0о х, (-) - ch -r', sin \ х, (:)
А(’> %)

Здесь функция Л (", Г|) равняется 4 (". fjo) = ch՜ -% sin2 0sh-cos- V-
Из условий (2.3) и (2.4) с помощью (2.5) легко найдем, что

хгс.(-) =
аСЛ>

т (~ ch -5,, sin 60 sh-OdcosG0) a-j(-:) ՛

4՜ in (тsh "% cos % — ch -5rt sin %) x 1՜) - - ch ' j(, sin (')

'aZ>a (") = ———, ! in I' >h :0c cos 4, ch sin ) x1 (-) 
A (-, *>0)

4՜ т (t ch -Л։>;$in 0„ -|- sh cos f<։) x д-) т sh t(/0 cos :) ।

Из (2.1) с помощью (2.5) и (2.6) получаем, что

(2.6)

■ хдч С2.7)

Здесь
Т (-1 ֊ ‘2m (sh -% ch '% т sin 0o cos %)

Из граничных условий (1.3) и (1.4) с помощью разложений функ
ций sh’OsinG, ch ”9 cos 0, sh-Ocos'1, ch “0 sin f) в тригонометрические 
ряды на՜ интервале - Ч Г; С получаем следующие функциональ
ные соотношения:

{ch sin Оу | m~by (-) 3/nCj (-) с. (--) | -•
(1

4 sh ■.cos6ft[3/n61 (') m-ct(--) -6.. ‘
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— I—— сИ-0о51п &0[Зт6։(-) ЛП-С։(') М-Л
АЛ-4- •* 

п

— я11 ”00СО5 М'”"А ('.) Згис, (--) Сг(')| </- /с

В„(ав—1) --т (<։„ ч-1) («И 2) Сп

----- I --(сЬ'%5։п 0о |т6։ (") Зл7С։(-) . с. (")] -՛* 
А ?

яЬ'%со.$^0|3/п61 г)-1 т*с։ (“)

______ 1_____  4----------- *-------- еЛ-
-8 !Г-: > и,. 1.Г

^-- г 1 | '• зЬ соя 0|> [т'Ь. (-) Зтс։ (“) — с. (~)] — 
“Л г 

1>

сп ~1). 8111 ՛>(, I ЗтЬ1 (') :֊ т"С։ (’)

*»» 4՜ 1 1
(а„ • 1) -' 4 — (ая — 1 )֊

■<!-. Л, (2.8}

I 5,| 1) /?? з.„ ( ] ) С- п
••

■• *— I ՛■՛ сЬ -■%51П 0о (С2(-) т-/>,(՝) ■֊ тс, (г)] —

й

— яЬ -50 СЬЗ % | т~с- (") 4- тЬх (") - 6.. <')]}

Н*п + 1)5 *г4- («Я֊1Г

•2( П* Г - яЬ -0о СОЗ !>й ; с. (-) — т’.6։ (-) — тс1 (-)]

г)։. -%51П ''0[/и'с։ (-) 4֊ тЬ. I

- и ^--1—
֊= -(«„ МИ -2-Ь(«н 1Н

Здесь /0, /(1, 7ч коэффициенты Фурье функций / (Ч и •; (0). 

Введем следук>шпс обозначении:

Р, ֊ 1ГС.

Чп
% (а П 0". _ \)՝՝/>.

'2 ГП
(2.9)
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С помощью (2-5). (2.6). (2.7) и (2.9) функциональные соотношении 
(2.2) и (2.8) запишутся следующим образом:

Л] 2 / / ։ .К
-^<1 —------------(/о ~’^1՝

т

2 т
1,------ 7'7

2т 2

2-^ [---------------- ^1'--------------- д- ( (-1)" ։ Ф։(-
% ’Ьгг(«я-1)11^ (% М

о

2п1 я„дп 2т 1пр/։
'О 1 *’(> Э’п 1

4- 16 та" *,:(՜)
А Л’21(^-11)=|[-Ч(»п-1):] 

о

(2.10)

Х^) ='±М>),|-С) ь^ЬАсЬЛ------ т В._
7(т) I ^(’Л) т—214-т2

о ОО , .
_ _ VI *»?» ____ Д/>рп_______
' *0 1-&. 1 И-՛ К-Л* -■ • Ь- ֊ ■

___________ ____________ 1| 
(*,. ֊!)[-= (*„4-1)411

Функции Фо(՜), <1>1 (т) Ф2(՜) зависят от внешней нагрузки.
Асимптотический анализ формул (1.7) показывает, что для того, что

бы напряжения были конечными б угловых точках сектора, необходимо, 
чтобы функция .\;-(т) имела такое асимптотические поведение

л\.(т)~.г0 (2.11)

С помощью асимптотического значения для интеграла 

полученного с учетом у> лпвия (2.11). из второго и третьего уравнения
Системы (2.10) следус что

р.,^Ч.,~-х(, (2.13)

при этом необходимо,, чтобы функции /(<>). у(Н). 'р(т). задающие внешнюю 
нагрузку, удовлетворяли таким асимптотическим условиям

Е>0, •: > о (2.14)
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С учетом асимптотических значении, для следующих сумм [10], пол. 
ценных с учетом (2.13)

V _ V ։  _х,-,
<’• О2] < ֊

2 . ~[- 1 с>1.Л! (2-15)
„71'* (*« В' 2-*

последнего уравнения системы (2.10.) снова получку, равенство (2.11).
при атом функция ф(т) должка удовлетворять условию

(2.16)

Квазирегулярность системы (2.10) ։՛. смысле сходимости метода последов; 
е.льных приближений 18. II] следует из (2 12). (2.14)֊ (2 16)

$ 3 . (но форлщи ,1.1А напряжений а смешений

Геперь рассмотрим напряжения и смещения.
С учетом (2.5). (2.6) и (2.9) из форм՝\ (1.7) легко получим, напри- 

р. для напряжения. <тг (/.0) выражение

/(«

/г
В,е 7 Л’

1„֊֊2 •1т_Г___ £_
- .՝ 4(т, г.)

(I

яЬ. .) >-։.п сой *).; —

— ск тб сЬ " сой $ $։п 6^) • ($11 т5 сИ ^$-11 0 ч|п 6м ,

— сЬ тбзП 'ЭцСО? '• СОзОц) СОЙ ■/ г ---  (с!1 т'/<|| СО> 81П

$п :) з1։ :% 3111 6 со5 0()) -(՝■■ х (-.1 с/т •

֊ ” \ ֊ | сд с։; СО5 О 51п $й тС г•., -՝!п 0 со.՝ ГА>) сон т/ 
•՝ и

՛ | (сЬ. 'Ч сЬ •% СОЙ ') 31П 6(, — йЬ *с й11 .ЧП 1) СОЙ бу)

— I сЬ :б хЬтб,. со> соз0о зЬ ՛' сЬ *'ой1п > >՝п ‘'о) | чп </' —
- I । д(՜. %)
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ш— . ' " ~ __^֊~ — ■ ■ ■ - - . __- —-

• ~ (йй тО с1) т&р- $։п г) й’ш %
17 Л О

г с!1 йЬ ■3>,| СОЯ О,! соя б) соя т/ (

4- (.41 $ яЬ я։п О соя Оо сЬ тО сЬ т0о соя % соя 6 зт ')„) я։:; -./

(2.17)

Из закона асимптотических выражений (2.11), (2.13) следует, что не
прерывная и дискретная аек напряжения с, (/. 0) имеют каждая от- 
лельно особенность при с ;<млении точки (/, 0) я угловую точку сектора. 
Заменяя в (2.17) функции их асимптотическими значениями, получим, на
пример, на дуге сектора ։—0

Ы,, (0, 8) = ±1 д.(( V. ։ —1 >" с?։ + С^ + 0(1)

26’ С‘й - «л * ’

После соответ кующих вычислений [12] получим

2(7
. 11 ( л \— г0. 1п 2 соя —- } 

\ 2-* о ՛
1пЛ(С„-С) +0(1)

Переходя к пределу при 0—0... получим, что

то есть напряжение (֊',$) в угловой точке имеет конечное значение. 
Точно также на основе (2 11). (2.13) легко исследуется поведение других 
напряжении, а также смещений. Они принимают конечные значения во 
всей области сектора. Заметим, что напряжение т.-и(/, 0) на прямолинейных 
участках сектора удовлетворяется точно.

Случаи антисимметричного поля рассматривается совершенно ана
логично.

УграиисхиЙ научно-исследовательский
институт гилротехникг ՛ мелкоращнн 11ч. т.пнлл 2т II! |97,

т. V- РПГЬЙ

ьР^Ю.В.гИ’Ъ иЬ’гёПГЬ 21ПГ11.Р 1ИМ1.и<МийП.11Ь1>31П. 
ЯЫПП’Э'Зи.Ъ 2Ш։Р- 1Й/НФС 1,НРПЬ1»ЪЬРП«1.

II, и ։]։ п ф п 1 и

Ч! К <;[> иц ■>ш^шии11НИ»1Ы»ц к 1)Лч/фи> ' шЪрш • ֊

^Ш՝!) и /: м 4’ /иП/ Ь р и/шргиЪ^ 1/1111 ^нипр !ш1[ши1И-

11ни1ЪЬр11 /тЛ^шЬр.
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Il Ut U/p Ш t) tftn tî (Al llAt'All ItnilLp/l lutduip u/uflj llfltttttlltulfttlïl utpinui'^ni jintu- 
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IJiApnnpjl u/'lAijnAïuiifAi l(f,<iAtp[t Andtup t։pitii[iii J /, pu p >։։ ifh L pj/ h mit-
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A PLANE PROBLEM IN THE ELASTICITY THEORY FOR A 
ROUND SECTOR UNDER STRESS

Yu A. BORSHvH

S и n. ։։։ a г у

The problem is reduced t the soiutior Qi՜ nixed type algebraic 
relations involving integral equations arid inflnit- systems of linear 
algebraic equations. A quasi-regularity of the latter, and a law of 
asymptotic expressions are proved for unknowns, the mode of displa
cements and stresses at the corner points of the sector is found.

Л И Г I P A î У P A
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