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ФЛАТТЕР ПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНКИ В ПОТОКЕ 
СЛАБОПРОВОДЯЩЕГО ГАЗА ПРИ ДЕЙСТВИИ

МАП 1ИТНОГО ПОЛЯ

В настоящей работе рассматривается задача устойчивости проводящей 
плас ники, обтекаемой сверхзвуковым потоком слабопроводящсго сжимае- 
мм՛՛? непязкого ионизированного газа в случае действия как продольного, 

■к и п перечного магнитного поля.
Н. . основе уравнений магяитоупругостп | I. 2' и уравнений магнятога- 

• динамики [>| определяют!, я аналитические выражения для критических 
скоростей флаттера.

Исследуется влияние интенсивности заданного магнитного поля, а 
тд:.же проводимости газа и материала пластинки на критическую скорость 
флаттера.

1. I 1устъ бесконечная изотропная пластинка постоянной толщины 1'4, 
.. г пиленная из материала с конечной электропроводностью, отнесена к 
«ртогональным координатам (л, гд <). Пластинка соприкасается с одной 
г ны I вакуумом. 1 с другой, тороны обтекается сверхзвуковым потоком 
лаб и-зодящего сжимаем -: ՛ непязкого ионизированного газа с невозму-

ще.ч.чой скоростью I . направленной вдоль осн ох. На пластинку действу - 
с нешее магнитное »юле с заданным вектором магнитной напряженности

О, И,.,},
Принимается, что магнитные и динлсктряческпе проницаемости газа 

и мл ; ерпала пластинки равны единице.
Упругие а электромагнит ныв свойства материала пластинки характе

ра .՛ у «о тс я: модулем упру гос и I՛.. коэффициентом Пуассона V. плотностью р, 
:лсктропроводпостью ՛?.

В отношении пластинки принимается гипотеза магнитоупругости тон
ких тел । I, 2|. которая для данной системы координат аналитически запи
шется п следующем виде:

г)«» PH' .
п.1 — и — 2----- • и... -- V — 2 -----> :£՛ 1-х. и, 1}

дх "'֊> (1.1)

ел — ^(х,у,1}, е . = о (л*, (/, /). Ь: = Г,х, у, /У

Здесь и тг(х, у, 0. т1 - ՝'(•<. У- 0» </• А искомые тан
генциальные и нормальное перемещения точек срединной поверхности 
пластинки, (г/л, н.7, и:) перемещения произвольной точки пластинки, 
у, -Ь искомые тангенциальные компоненты индуцированного электрг-
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ческого поля, /— искомая нормальная компонента индуцированного 
магнитного поля во внутренней области (в пластинке).

Принимается также, что упругие, газодинамические и электромагнит
ные возмущение настолько малы, что можно пользоваться линейными 
уравнениями.

Для рассматриваемом задачи линеаризованные дифференциальные 
уравнения, описывающие движение ионизированного газа в случае изотер
мического состояния, записываются в виде [3]

։гта<1 <11V г՛ = —т — V (и X /Л) Нг> 
«о <7/ ?ос՝ 

— Ха’? 
Л

(1.2)

гсИ л 1 —-;;0- (■?՛ Х//3), сПу Л֊1) 0 (г а)
с2

где — X ^гас1, Л 1 и ^4 векторы напряженности магнитного 

поля в возмущенном и невозмущенном состояниях соответственно, 

•I» вектор скорости, плотность. з0 - проводимость, р избы
точное давление газа, а,-, — скорост։» звука для нсвозмущенлого по
тока. с электродинамическая постоянная.

Дифференциальные уравнения магнитоупругих колебаний։ пластинки, 
полученные на основе гипотез магнитоупртгости тонких тел. имеют вид 
[1е 2]

, 2=/?Н0, д /д* , 2зЛ’ <?/„,. 
Зс Оу \дх ду / Зс2 о(\

_ 2,/,Н„ /, , Н±<*\
Оу֊) С \ С / <М~

. 2^/։Н1л ц—— (—___— А ( Р — __ \
(:՝ ()1 ' 3 оу 'оу Ох) \ 3(1 —V֊) /

(/-и 1 — V дги 1 X ՝/ с}2у (1 *։).р 47

ох2 2 0у- 2 дхду Е <н-

(1 -/7о.- /Нс., ди Ицх оу  \
Ес \ с д( с д( /

1 — 102у 1 -4- ч ՝■'-<■՛
2 Ох- оу- ' 2 О.хОу

(1-у-)с> 
Е

О՝г՝

а/1

(1->г)^г / Н^.ду\ Г <>
Ес V 1 с 01/ Аг.Е I ду \ 2 /

д(

дх\ 2 /
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df 4па ( Hi^x dw Ног ди /։* — Л՜

дх с V с di с dt / '2h

df 4-го / Но-. <>v । _ Л J — /г՜
ду С V C dt 2fl

2£_J^.rJ_d/ = 0
дх ду с at

Здесь А, , Л. и Л՜. /».—значения компонент напряженностей, танген
циального индуцированного магнитного поля на поверхностях пла
стинки г =- Л и г — к.

Выражение для нормальной составляющей внешней поверхностной на
грузки 7. в рассматриваемой задаче имеет вид |4—5]

Z = -2^—-р (1.4)
at

где = - коэффициент линейного затухания.
Системы (1.2) и (I .5) должны рассматриваться совместно с уравне

ниями электродинамики во внешней области для вакуума [2]

- 1 Г?|
. l<2) 1 .. (2) пrot и =------------ » d։v е = О

с dt
(1.5)

rot е'՜1 =----- -—-—> divZ։'~‘= 0 (г —Л)
с dt

где Л1՜' и е<?’ - соответственно векторы напряженности индуцирован
ного магнитного и электрического полей в области г Л.

Решения приведенных уравнений (1.2). (1.3) и (1-5) должны удовле- 
г. .рять общим граничным условиям на колеблющихся поверхностях пла

стинки. Условие непроницаемости имеет вид

. г. аи) . .
г՛- — — ! С՛----- при г = п (1.6)

<Н ах

Отметим, «то в системе (1.2) первое уравнение является независимым 

и если известно его решение У. то можно построить решение остальных 
уравнении. Иначе говоря, гидродинамическая и электромагнитная задачи 
■ааично распались. В случае, когда заданное магнитное поле перпендику
лярно срединной поверхности пластинки, из ( 1.3) следует, что нндуцнро- 
:.։ннс-е электромагнитное поле не входит в уравнение движении пластинки 
(первое уравнение системы (1.3) ). Следовательно, при действии попереч
ного магнитного поля задача устойчивости пластинки приводится к реше
нию порш го уравнения (1.3) совместно с первым и вторым уравнениями 

:стемы (1.2) с г.-эпичным условием (1-6). гак как остальные уравнение 
могут быть опущены.
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Граничные условия для компонент электромагнитного ноля в случае 
действия продольного магнитного поли принимаются в следующем виде.

/»V'=/(a'.4V, I) при z — h (1.7)

= /(.v, у, t), е՛,՜’՛ = с (.г, у, (}, е'у' = 6(х, </, /) при г-- Л

Таким образом, искомая задача устойчивости пластинки свелась к 
совместному интегрированию систем уравнений (1.2), (1.3). (1.5). решения 
которых должны удовлетворять граничным условиям ( 1.6). ( 1.7) и началь
ным условиям

а> ~ ЮлФ (х, у), — п’/Г (д-, у) при / = 0 (1.8)
(Н

2. Решения уравнений ( 1.2), (1.3) и (1.5) представим в виде

СО ОЭ
/’(х, у. z, I) = V V. f /) exp 4֊ \„у) | 

4֊-ж
(2.1) ОО «1

/?(х, у,/) — У У (/) exp[/(ux I ад)) 
к—— ■ л —•»

Здесь = 71П п~волновые числа, и —длины полу
волн соответственно по направлениям осей ох и оу.

Подставляя (2.1) в (1.2). (1.3). (1.5) и применяя преобразован։-..- 
Лапласа по переменной ' [6]. с учетом (1.4). (1.8) для определения преоб
разованного электромагнитного, .магнитогазодинамического поля и преоб
разованного пригиба пластинки получим следующую систем} обыкновен
ных дифференциальных уравнений:

в случае действия поперечного магнитного поля

[2Jrt + s’ -|- (s I 2^Ь.) s] w՝kii - (2 4- s 4֊ W 4֊

+ 6а/| Т7^(Л) 
ZW?

dv(4 (s)
ih~df՜ Ч-ь-^ + ^Ь-) <nr = o

c/y' b՜, (s)
<’։» - ’^r^. - ’’------- + m0‘ = 0

(2.2)

_л՛1 
dz-

= 0vk,.:

0л (s) pkn (2) 4֊ (^֊֊ 4֊ = 0
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а случае действия продольного магнитного поля

<ь.'֊ — 5* — $I ЛЛ
н?< эН,

3 ■е •1’''С2

■'Ь՛ Чп^/о* />֊ • • • \ 1
о ^к^кп — 7"'^кг^

2рА
(Л) +•

н.
''С

_ г$ ..
к՝'кп /д,г--0

I

3

&Н>.------- и» А*«. — ккп
2Л

4 •. о с- п ՝Ул 
------------ П---------  

С՜с

4 А(-п? “ А*.л.?
кп ՝2Ь

(!2
= 0, 7:дЛЙ, 4- г’^л/гх;1^

</лй:
(12

(2.3)

(>)• кп։}
4-з^Л/и, » » С I • 

(/Икпх
<1г

= 0

’\лг

г\>
г/у‘кп

и.

г/-՛։?՜ г/гб4 кпл
г/г՜ <1.- - / V-

с^,.ч

^д (*)/»;„ (г) - агро

(12՛

<м։;
г/г՜

г/лй:

с!.

֊ '01л <5 ) А^,_- О,

'1 • п ( $) Сх-֊; 1| 0.

<Д>’

<>1Ь) V..

^ + „0^(5)

«Ч

/пОх. (8)
’>?(։)

Д-л. Ал!»

<1гг
-•4д.л($)еЙ:-0

120

г/г

а1-2’* _ 1,՝֊г — $ л*ггI /,пП#ц < - - С кЙ -

• /«!)'

7—

•■/- ЛЙ:

а
֊ с

= 0

%

0

<п: =0

=■■ 0

В (2.2), (2.31 ‘Л,. = (:* ,л) I О.2'>к частота собственных колебаний
пластинки н вакууме при отсутствии магнитного поля
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Qkn = -jyj ф(х, й)ехр[—Z lEfcx 

— rt - п

I ՛ .„ //) J d Л- dy

bkn — j | '1' (x, y) exp ' — /dxdy 

— n r.

f \n (z, s) - ( r\„ (z, t) exp ( $/) dt

A;„(s) — I A\„ (/) exp ( — st) dt

ЗсЧ Ж ' Ms) =• S KkL'>

"L < ֊ S'

c՝

Соответствующие граничные условия (1.6) и (.1.7), с учетом (2.1). после 
преобразования принимают вид

Vbm — (s +֊ iikU ) «>ъ>— Ux«, = /*л при г — Л
z(2|* /• (2)* • |2)" . • . (2-4)
flkns —/Ат» (?ieax — ^kni С-кпу — ПрИ Z — fl

Найдя общее решение системы (2.2), (2.3), удовлетворяя граничным 
условиям (2.4) и условиям затухания возмущений на бесконечности, опре
делим постоянные интегрирования и, следовательно, преобразованног элек 
тромагиитное. магнитогазолияамическос ноле и преобразованный прогиб 
пластинки:

при действии поперечного магнитного поля

C(S) ։

(s)
Vkr.z — «ч-аexp 1֊ Сб.,., (Si li’ - h 11

u-’;V4n(.s)n4« .
vA,t, - ---------7, —7------  exp I - r;vkn (s) (z - Л)]

ki,

• ՛"< H>A-O (s) r , , , ...

2 Известия Al 1 .Армянской ССР. Mcx.hibku. № 4

— exp[- Пох.я(5) (c A)J 12.5)
A-л W

• ktl | . , , I . 1
pkn Л)1 2
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при действии продольного магнитного поля

. ^1п ($) д’ _ 2£. /г _ :.,у
«՛. = —-----—> /ка— уо'г'ка

Лп Д)*о(х) х

^кп
(»). {Ак։(։) .1ь (։) О։я {։). ։. (։) Вкп (։) + 

/А« (5)

Т]4о ($) Г*<ц-л) НоЬ’'41*”

к _ _ СиЬ£|=|^ (։) д<։1 (։)[։,Лл>+ &֊(։)1

- Ъ>. (*) <5> -։-[7)4« (*) - 'V.! КкоА** I в“п

АЙ.'.' == ֊ —֊[Д’, — к*£и(*)]схр I- V. (г - А)1 т 
'|)Лп

+ ;7'(7Штк (*)֊ <; (тк М - 4.1 «х₽ 1֊ йи,« - М1
Окл Чк/Л2՝'

/к1; = - - /дс։.. им ехР I - и - лц +
^•4/.

- А^-—12тк “ -4,. I **р I- с«, (4 и - л» (2-6)

ЛЙ:՜ = I /кП-}՝"<С։^ <5)]ехР[\>4л - Л)Н^а-С4о (X) ехр[— /*1Ап(х) (. г—А)]

Г4л» = 6 -- ) еХР 1՜ ^и-л ($) (г — Л) !
|)4л^/ \ А) /

г,4лу “ ֊77 ехР [ ~ г’7ил <5>А)1
7|4П(Х)

ЛЙк=/йехр[,Пп(։)(г , Л)|, «и' = ?и ехр |»1и(։> (г Л)]

С;=к«р[’14,(։)^ Л)]

еи_- --. 'ттт< •'■:и ~ 7'"Л,՝схР1՝'>и(5)(-г А)1 
•|*.. к4/

ж - + V ^)схр[^^^г ։՜ А>1

АЙу - 7 1 (.)֊ (/-^/Л ֊ -- ) ехр[>и„ ($) (г 7 А)|
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где

^(տ) = 2Լ+տ։-տՕ-ր2.^^^  ̂

շՕ О a^°____
՜^՜՚շ^յտ)(з) — Ькп ~ Öjtn

A|*„(s) = ԶԼ - s- -֊ $o0jtn (s) — —°^Հէէ/. (s)

“J.n ($) bun п.ч-п ; ''tSi.-i (я) г (s]j

4in (s) = «
_ հ՚-Հ \ _ h*4. (*) -Ւ-&» ($)|

pc- \ 3 / 51.., (տ)[*-էո/Լ.ո (s)-i-BAn(s)J

______a<f>fßo____( * im \ 2/ 
2?^TuJs)՜ \ % J ՜՜

'4
2A=Tjtn (=0

_______________ftç^C,________ _______
b';., (s) Z\-., ($) I Հէո/4է Հտ) [>!,..(s)]

?A(s)“lfol (s) -

Հ hMu(s) + 8kn ($№,.„(S) /VJI (2.7)

Л*я (s) ֊։ 1 -|
4« ՜'ս-յ-Հ) 4sss s-

( s) — ——ւ֊ —Դ-——г
c ձք>Ն^

CM 4ր.ՅոճՒ1(,^ե

C:՝8k„ (s) իԼԴ Akn (s) ■ ՜Ա-Л էՏ)
;u>?**л

'0 *t’ < I.

. _ 4 r.äsHh, 
՜ 77~

"՚(Տ) ՜ I -4J’ Ч-П

wz-n & к (s) "Vin ад-?. Ա’Լ SU’A.i Ch,

'•7

(տ) = -Ջ
•Мл՝5'’՜՜ 2

(5) = (2հհ.ո 7ս„ (տ) |քԱո (տ) ֊ <V)AJ,

լ-Չ .(&-)*(!

{ft — rrv 9o -* ;ո՜-?'Հ*

(iü!■; \ U — ՀՀ
kr. M. m=Ro.-^

ü / a?
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Здесь М - число Маха, магнитное число Рейнольдса, V ։ — ско
рость распространения электромагнитных волн Альфвсна.

Применяя обратное преобразование Лапласа по переменной 5 и исполь
зуя основную теорему вычетов, из (2.5) и (2.6) найдем выражения, опре
деляющие прогиб пластинки. В результате получим:

в случае действия поперечного магнитного коля

®° р" S՛/ (с )
«•֊2 2 2 -A"- —expfspi 4 М/)] (2-8)

к=-. н----- п=1 < ь>)

в случае действия продольного магнитного поля

«• у V уА1Цехр|։,/ ;(=tx + W)] (2.9)

k----- ----------- 1 (S' ■

где >... и sr соответственно корни следующих алгебраических урав
нений:

Ш<)=0 (2.10)

Au,.(s)-0 (2.11)

,| г— числа корней уравнений (2.10), (2.11). штрих означает производ
ную ио переменной х.

Для любых заданных значений параметров, входящих в уравнения 
(2.10) и (2.1 1). можно определить S. Если се действительная часть отрица
тельна. го невод му щеннре движение устойчиво по отношению к малым воз
мущениях։. Наличие же корней с положительной действительной частью 
означает неустойчивость.

■’>. Исследование уравнении (2.10) и (2.11) приводится в частном слу
чае. когда фо ома колебания пластинки—цилиндрическая поверхность 
(4 = 0).

Принимается также, что

(3.1)

После них предположении уравнения (2.10) и (2.11) существенным обра- 
ю.м упрощаются и принимают следующий вид:

при действии поперечного магнитного поля

4 - 2(/. - (1 - Ь?) 4 - и} + -
V -

h ֊4 I 23,О^Ч-(/Д2:3-4> З...Х ■

֊ t-u(se~2304֊3^)sft-7ot/o| ֊ 0 (3.2)
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при действии продольного .магнитного поля

(1 -г >•։«) -V — г

4֊ i {> -sJ ֊ $0 ho • I ' 3 ( 1 Мт } "h 1 — ïot и) 0 (3.3)

где

4г=2,Л 2֊ О h-(l -
(1 -г UA) с" ֊ û// ) с՜ 4^Л21

-, _
2рЛ ' "”=27' (3.4)

V - %
/По 1 -Г

— ՛»

-2^' s°
/5

Здесь безразмерные параметры Zi>, Z и 3 характеризуют электропровод 
кость газа, материал пластинки, напряженное ; ь внешнего поперечного ил 
продольного магнитного поля, соответственно. V—фазовая скорость рас
пространения упругой полны к пластинке.

Уравнения (3.2) и (3.3) представляют собой алгебраические уравнения 
относительно с комплексными коэффициентами. Условия отсутствия у 
этих уравнений корней с отрицательными мнимыми частями могут бьыь 
представлены в форме, аналогичной обще■изпес i :»ы.м критериям Рауса-Гур- 
пииа |5}. Из этих условий получим следующие оценки для критической ско
рости флаттера:

в случае дейс вия поперечного магнитного поля

в случае действия продольного магнитного поля

Здесь принять: обозначения
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где С'.р критическая скорость <։<лат-.чра при отсутствии магнитного 
поля.

Отмстим, что и (3.5) последнее юдкоргнное выражение, в силу пред
положений (3.1). всегда неотрицательно.

На основании проведенного анализа формулы (3.5) сделаны следующие 
выводы.

Влияние проводимости газа приводит к уменьшению критической ско
сти флаттера.

С возрастанием напряженности поперечного магнитного поля крити
ческая скорость флаттера увеличивается.

С увеличением проводимости материала пластинки уьчлнчивается кри- 
итсская скорость флаттера.

I рафики и чменения критической скорости в зависимости от параметров.
;՛ ՛ л показаны на фиг. I и 2. Для вычисления были взяты значения:

Е 1 = 0.732-10” кГ;сл:։, 2.822-Ю՜6 лг/7:ел-֊,.’с.«‘,

В отличие от случая действия поперечного магнитного поля, при дей- 
. твии продольного магнитного воля из (3.6) вытекает, что влияние прово
димости -.аза приводит к увеличению критической скорости флаттера, когда 
материал пластинки представляет собой диэлектрик, и к уменьшению кри
тической скорости, когда пластинка является проводником.

[г = 1.32-1-16 л-.' •. . о0 3 к, . .. % = 0.05. Л/.՛ . — 0.01. В

Фиг. 1. Фх։г. 2.
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На основании (3.6) проведен численный анализ зависимости критиче
ской скорости от напряженности продольного магнитного поля и проводи
мости материала пластинки. При расчетах влияние демпфирования не учи
тывается (8=0) и принято ?о=0.025,

На «риг. 3 приведены графики зависимое и критической скорости флан 
тера от проводимости материала пластинки при некоторых фиксированных 
значениях напряженности внешнего магнитного поля и проводимости газа 
Все кривые, каждая из которых соответствуй. фиксированным значениям 
параметров Ло, р. имеют одинаковый характер, а именно: с увеличением л 
критическая скорость флаттера вначале увеличивается, достигая максим?, 
ма для определенного а затем убывает.

Таким образом, обнаруживается экстремальный характер влияния 
проводимости материала пластинки.

На фиг. 4 приведены графики, показывающие зависимость критической 
скорости от напряженности магнитного ноля тля различных фиксирован
ных значении параметров л и /.о.

Из фиг. 4 видно, что во всех случаях критическая скорость флаттера 
увеличивается с возрастанием напряженности внешнего магнитного поля.

Отмстим, что в случае действия поперечного магнитного поля из (3.5) 
видно, что критическая скорость флаттера — монотонная функция относи
тельно и. По этой причине исследование проводилось при к— 1. что соот
ветствует минимальной критической скорости флаттера.
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В случае действия продольного магнитного поля, исследование форму
лы (3.6) показывает, что определение минимума критической скорости по 
С а общем случае весьма затруднительно. Минимум критической скорости 
определен в случае, когда материал пластинки является диэлектриком 
(л=0). При этом получим окончательную формулу

Фш. 4.

\вт<>р благодарит участников семинара "Электродинамика деформи
руемых сплошных сред» Инстшуга механики АН Армянской ССР за об- 
.уждение работы.

11в<7»пут механики АН 
\pMfilli К<Ц| (.’СР Посту ила 20 XII 197+
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FLUTTER OF A CONDUCTING PLATE IN A FLOW OF 
POORLY-CONDUCTING GAS UNDER THE EFFECT 

OF A MAGNETIC FIELD

P. A MKRTCHIAX

Summary

The problem of stability of a conducting plate fiown-past by a 
supersonic flow of poorlycond.ucling compressible ionised non-viscous 
gas under the effect of both transversal and longitudinal magnetic fields 
is considered.

In terms ol mngnelOeUstic and magnetoaerodynamic rquations the 
analytical expessions for critical velocities of flutter are derived.

The effect of the strength of a given magnetic field as well as 
of the gas and plate material conductivity on the critical velocity of 
f hit ter are analysed.

A numerical analysis is presented and graphs of dependence on 
external magnetic field and plate material conductivity are plotted for 
critical velocity of flutter.



26 11 Л. Мкртчян

Л И Т Е Р А 'Г У Р А

I . •: учян С 5йг.:ссср;;н Г. Е. Бс.г^бскян ?'/. В. К трехмерной зйяач.։ яанпгго-
УНРУГНХ колебаний плдстинкя. ПММ. Т. 35. ВЫП. 2. 1971.

2 . .4л։барир.ияя С. .4., Багдасарян Г. Е., /»слрбегсям Л/. В. К магннтоупругостп тонких; 
оболочек. НММ. т. 37, вып. 1. 1973

Сслсзов И. Г„ Сс.։с.?о<:>.՛ .1. В. Обтекание колеблющейся границ« ионизированным га
зом при действии магнитного поля. Mariiimj.ui гидродинамика, № 1. 1967.

4 Во4(-чнр .1 С. Ce.n-josd .1. В. Повсдсинс упругой цилиндрической панели в потоке 
проводящего газа при действии хгагнитпого поля НМ. т. 7. in.ni 5. 1971.

5 />о.։отнн Б. В. Неканссрвитннные задачи г.-орнп упругой устпйчнвостм. Фнзматгнз.
AL. 1961.

6 ,։. •!>• / Руководство к практическому прим, нению преобразования Лапласа. Изд. 
■Наука». М.. 1965.


	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

