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ВОЗБУЖДЕНИЕ ВОЛН КОЛЕБЛЮЩИМСЯ ШТАМПОМ 
В АНИЗОТРО1II ЮМ СЛОЕ

В условиях плоской деформации рассматривается вибрация трансвер­
сально-изотропного слоя толщиной 2& под действием вибрирующих штам­
пов. В слое плоскость у = 0 является изотропной.

Штампы ширины 2« приложены к слою симметрично относительно 
срединной поверхности. Предполагается, что в области контакта трение от­
сутствует, а штампы совершают либо встречные колебания (сжатие), либо 
односторонние (изгиб). В работе на основании решений интегральных 
уравнений, к которым сводятся краевые задачи, построены приближенные 
формулы, описывающие контактные напряжения под штампами и поведе­
ние поверхности слоя вне штампов.

§ 1. Сведение краевых задач к интегральным уравнениям.
Свойства ядер интегральных уравнений

Уравнениями краевых задач являются известные уравнения движения 
Коши с определяющими уравнениями вида (1.1) 11].

=* = Спз, + с։г5у

-у — 4՜ С2а=у (1.1)

’■‘У ~ с.?зТ Ху 
где с,-; — упругие постоянные.
Граничные условия смешанных задач представимы в случаях сжатия и из­
гиба соответственно в форме

*'! О |х|>а (Г2)

|у==л = 0

I 1± Г(х)е-^ |х|< а
О |д|>а (ЬЗ)

|у-*Л =• 0

где 0)—частота колебаний штампа.
Так как изучается установившийся режим, го есть во всех точках де­

формация протекает одинаково во времени, перемещения представимы в 
виде

и = е՜'՜^ «0(х, у), V = е-' -Ч«0(л-, у)
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Применением <>бобшенного интегрального преобразования Фуры- к 
уравнениям движения сплошной средь- каждая краевая задача приводится 
к интегральном} уравнению < разностным ядром относительно контактных 
давлений вида

11
^А-(х :) q ‘2֊/ (л->

-4

|х| и (1-4)

Функция /(х) характеризует форму штампа. Ядро интегрального уравне­
ния представимо в форме

&(х) > К (и)е,ил du

Здесь в случае изгиба

Л (и) ֊ (Л - /?)(“։«’ £) («։ 4֊ u-_.) 
Л-Л

I1-5)

(1.6)

причем

7’j =/j thк ։г ( «'■> щи. — «3)| (75«. к — a3w։)

а 73 получается из Т ■ заменой ч на /о

, , , Р«2Л2 С3, С... -Си . ,л-г.
h-'ik, к ------- • rtj ——’ а..— —, _LL, •/.= Аге-...* 10

<?22 22 ^22

положительные корни уравнения

/‘s’՜1 s’։ Л ! = 0 (1.7>
-л '2sa-f-sJ

. _ £зз, _ р"8 - ^п^՛2 , . _ с?-֊-

(С12 — сэ։) * /у (с12 — сза) ՝ ill (с։г г с„)

г. '2 2

/7/(с։2 г <jw)

В случае сжатия К (и) получается из (1.6) заменой th a Eiacth«.
Свойства ядра определяются функцией К (и}, которая является 

мероморфной и при и —* убывает как | о J '. Ядро уравнения при 
х • представимо в виде

Чх)= 3 -г О(е--‘) (1.8)
к~ !

где(Zr= 1........р, =^>0) полюса К(и], а в нуле имеет логарифми­
ческую особенность. Осцилляция ядра затрудняет применение известных 
методов, которые обычно используются для решения сингулярных инте-
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тральных уравнений. Исследование настоящего интегрального уравнения 
невозможно без детального изучения кривых нулей и полюсов функции 
К(ч), зависящей от /<!. с . с\?.т сц, г:«з. В настоящей работе они изучаются 
по следующей схеме: фиксируются с^ я изменяется ՛?. Построение нулей 
и полюсов (нейтральных кривых) как функций Я было осуществлено с пс 
мощью ЭВМ « Одра-1204 • методом половинного деления. Для следующих 
значений параметров в случае сжатия с„ - 2.69 • 1(1“: с.. = 1.1 10'՜: 
Сдз=0.4-10б; С] .—0.92-10 ՛ и й случае »йфйба си- 2.96 1() : с -1.2՛ 10й: 
с13 - 0.4 ЛО'՜; с12 0.92-10' они приводятся на фиг. 1. 2 соответственно,
где сплошной линией обозначены линии полюсов, а прерывистой- нулей

Несложным анализ функнин 1\(и) позволяет установить, что она 
имеет счетное множество нулей .1 полюсов, сгущающихся лишь на беско­
нечности.
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С увеличением частоты число пулен и полюсов, лежащих на веществен­
ней осп, как правило, растет. Известно, что нейтральные кривые пересека­
ют ось k под прямым углом, но ведут себя по-разному я окрестности точек 
пересечения. В эонах 1 и 111 кривые подходят к оси /г с положительной про­
изводной и имеет место чередование нулей ։։ полюсов. В зоне I! кривая по­
люсов имеет отрицательную производную и нарушается чередование нулей 

полюсов: более т.՝го, с ростом /• в этой з< не число полюсов уменьшается 
на 1.

Представлении«. на графиках нейтральные кривые позволяют правкль- 
н распорядиться контуром >՝, расположение которого обеспечивает выпол­
нение услови:'- изучения. Именно, контур о должен огибать в зонах I. III 
к л ;жптельные полюсы снизу, а отрицательные—сверху. В зоне II располо­
жение каково: наимснь: и:/ по ми. улю полюс огибается противоположным 
Сразим. Вышеперечисленные условия позволяют сделать вывод об одно­

значной разрешимости интегрального уравнения [2. 31.

2 17с-< троение приближенна г о решения интегрального уравнения 
с помощыо приб:ш «емкой факторизации

1 Ihtit..альнш՛ уравнение вида (1.4) с помощью интегрального прсобра- 
• 1..ШИЯ Фурье приводится к системе двух интегральных уравнений Фред- 

г льма 2-го рода относительно функций X (здесь и далее сохранены 
՛. бозвачения работы |4])

х ՝ = G х ;
где операторы 0' и А имею։ вид

2nd а; ос- п/

e՜՛՛1՝ -

к, (?с ->и к. G)

«I
Г (А \ е’/,:/■((/) du

- а

(2-1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Контур - /-‘-лит фАхплёкснугб плоскость на 2 частй: верхнюю Е и 
нижнюю Е.К., (.՛/) и К. (ц) функции, регулярные и нс имеющие 
корней в Е и Е соответственно

А(и) - К (и)К֊(и)\ К. (— и) = К- (и)

Деформируя контур инт .трирования о в Г. лежащий строго в нижней полу­
плоскости. сводим решение системы (2.1) к решению конечной линейной 
системы алгебраических уравнении относительно неизвестных X (—£;■) 
(/г—1, .... и՜: г* —положительные нули К(п) ). разрешив которую, при­
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ходим к системе вида (2.1). но с другим выражением для .4 . Последняя 
система может быть решена методом ш.слс-дипап \ьных приближений.

Приведенные в [4] формулы предполагают умение факторизовать /\(г. ) 
относительно а. Однако, достаточно [5] провести приближенную факт՛՛.՛.•։- 
зап.ию для каждого фиксированного А.

Строится функция, которая в отличие • К(к) регулярна и нс имее- 
нулей на пешее геенной оси

I р п

/(и) - к\ и| >г ՝■ в- П(«г՜ ՝;:)П’•՛■ (Ш
»-! 4-1 П(и‘тф Р^>п

к 1

где и Zk -соответственно положительные полюсы и нули Л(Д 
((к) — непрерывная на |0.-») функция, не имеющая нулей на вещсственн : 
оси я ограниченная на бесконечности. Она с любой степенью точности м ■ 
жет быть приближена полиномами Бернштейна [61. отображенными на во՛ 
вещественную полуось заменой x=ir (ir | г-) ՛. После акон аппроксима­
ции функция /<(;.՛) уже легко факторизуется и можно строить приближен­
ное решение.

В качестве примера была рассмотрена простейшая аппроксимация 
К(н) функциями

К» (а) = А (и- - 4) (<? -Й{„֊ - В’) 12 (2.6)

£*(«) = Л («=-։?)(<? I гЬСи2 —С?)-1(и*- г В՞)՜' ՛ (2.7։ 

в случае сжатия, и изгиба соответственно.
Параметры А, В, г., находились из условий совпадения К* (.-.՛) и 

К (и) в нуле и на от.
Для плоского штампа и аппроксимации вида (2.6). (2.7) были полу ■ • 

ны приближённые формулы для функций у (х), описывающих поведен •• 
поверхности слоя пне области контакта

=֊[Х (ч,) ֊X-(=,)] 4417-^ е(сжатие) (2.8)
6 2 I Ь 1 /-!

?- (-у) /| А

6 ~2с2-:։)
'|Х ■ (:,) + X -G,))’- 1
( I К Н

֊[хду-л- сг)] ( + е са „1 (изгиб) (2֊9)
1 О ։-г I

и для напряжении в обласги контакта

'(0) •:֊ *’71 1 Я: + х?
с2։0 Azi

1 А
COS ГJ.г (сжатие) 1'2.10)
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— I

д(х) К* 1(0) I (*-*.(*-Я I й
Л?1 (г։ 4֊ 5?)

г,) —А ( -5,1 
/<) I А՜

)/£ + /. е'г։“С05 5.х •

։ в?
Л 5$ (г։ — г->}

.X ( — /гл) - X ( /5..) (. . . . , ъ---------- | . . .- ,---------------------------- --------- (/-. -.)(/г, — -:,Ч /> е ->‘с1|5л.г
(7г_> /А

(изгиб) (2.11)

причем при х • а <;(х) выражается следующим образом:

___ г>_, / 2__ + __1_\, ■■ . . Г, < «1 , 8гдЛ| п X I «4 Х) <2-12)

•>-“~1
здесь ? - глубина внедрения штампа.

§ 3. Чт ленный пример

Были проведены численные расчеты в случае сжатия и изгиба с 
аппроксимацией указанного вида при & = 2 для а~ I, 2. 10

А 2.032, В 0.535, 5, = 0.9035, 2.019 (сжатие)

А - 1.877. 7?֊ 10, 5, - 1.403, г. = 1.311, = 0.684, = 2.47 (изгиб)

(> ^Х ‘- = (1\ н <1. СОЯ5|Х а՛, сЬ (3.1)
С2.3

О . ( X)
----------------6։е |-^.е <•••<«-*> (3.2)

Результаты рис-н-юп приведены в таблицах и на графиках (строки I, 2. 5 1՛ 
фиг. 3 — жа не. 3. 4. 6 и фн>. 4 — изгиб). На фиг. 3—4 обозначено сплош­

ной линией Ке - 10), пунктирной (а — 10). иггрих-
:С.У> ' С>.^

пунктирной 1<е (а =2).
с„/

Нолтчаём. что от штампа удаляются в разные I троны упругие волны 
с неубывающей амплитудой, причем число волн равно числ՛. полюсов К{п} 
(в случае сжатия — I волна, в случае изгиба 2 волны). Скорость, ампли­
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туда и сдвиг фазы каждой волны могут быть легко определены из приве­
денных формул.

Таблица

Л1 а А $
1 1 ֊1.316 1.313 : 1.259/ 0 -1-1764-0.142/ 0
2 2 1.316 1.256 3.009/ 0 1.672 0.981/ 0
3 1 ֊4,493 2.536 0.702/ 2.614 0.035/ 2.813-0.55’՛!
4 2 4,493 4.17«֊^ 3.8-16/ 2.7^3 1.615/ -3.0 0.7“Ь -2.00 —1.021
5 10 1.316 «.855-10.04"/ 0
6 10 ֊4.493 -5 896—1 .448/ (10.115-0.06Ы)Х 

0՜
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Замечание 1. Приведенные формулы справедливы для достаточно боль­
ших а (в случае .малых а можно применить метод «больших /.:■> [7]).

Замечание 2. В настоящей работе изучены лини» динамические состав­
ляющие механической задачи о вибрации штампа. Полное решение механи­
ческой задачи представляет сумму статической и динамической задач. Ре­
шение статической задачи можно получить известными методами, изло­
женными в различных обзорах (напр.. [8]).

Авторы выражают глубокую благодарность В. А. Бабешко за руко­
водство работой
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1Լ. 0. Վ1ԷՏՈ143ԱՆ, Տ. Վ. |ւ(1Ր1ւՆ1ւՎԱ. 1Г Դ. ՍԽԼՆԱՆՅՈՎ

ՏԱՏԱՆ’1.11'1. ԴՐՈՇՄՈՎ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՇԵՐՏՈՒՄ ԱԱՓՆնՐԻ ԱՌԱՋԱՑՈՒՄ!!

Ա մ փ и փ ո 1 if

Ուսումնասիրվում Լ արանսվեր ս։»[ ինոտրոպ շհրաի եղրի էի ր tit 
որոշմի j/րթ ռման 'արթ խնղիրր: ե՚նն սւր էյ ւ/ ել են ւքի մ ե ա ր ի կ 1< շեղ սիմետրիկ 
ղեպքերրւ

Հհս/ււմնասիրվեչ Լ այն ինտեգրալ հավասարւււմր, որին Հանգեցվում են 
դիտարկված եզրային իւնգիրներր: Դիտարկված ղեւղրերի Համար կառուցվել 

ինտեգրալ Հավասարման մոտավոր [ttt ծ ու մն երր; ներվում կ ստացված 
1,1!' ւունոնե ր ի ի' վ ա յ ի ն վ ե ր լու ծ ո t.fi յունր:

WAVES EXCITATION BY A VIBRATING PUNCH 
IX AN ANISOTROPIC LAYER

A. (). VATUL1AN. T. V. KORENEVA. M. T. SELEZNEV

S и m hi a r y

A plane problem of vibration of rigid punches on the surface of 
a transversal isotropic layei is studied; a symmetric and an asymmetric 
cases are examined.

An integral equation to which boundary value problems are re­
duce is considered: the Approximate solutions are obtained and a nume­
rical analysis of the results obtained is given.
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