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ДВЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ ТОНКОЙ 
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНКИ

Рассмотрим тонкую пьезоэлектрическую пластинку, вырезанную 
из материала, структурная единица которого имеет одну плоскость 
симметрии, параллельную срединной плоскости пластинки. 11усть плас­
тинка испытывает деформацию изгиба под действием нагрузки, прило­
женной к ее краю. Нагрузка представляется в виде изгибающего М. 
и крутящего Н./։ моментов, а также перерезывающей силы /V,,. Общая 
постановка задачи изложена в работе [1}, где получена система двух 
дифференциальных уравнений относительно двух неизвестных функций

х..)— прогиба срединной плоскости и к (хР х2) распределения 
потенциала срединной поверхности

£'и՛ ֊4-4^12 «՛ 44£^,+ 44£=/ « <!>4т: Ь 4г Л 4п Л*

.Линейные операторы с частными производными имеют вид
Р* /р г?1/_4 = вп -֊- 4- 4^։а • < - 4- 2(5։, —4 , , +4 и^х4 » 0хзл ։- «• Ох^Ох3,I I 1 -

т 4^3 д-֊ R - 
иХудх] -ох\
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/--■ в>^'‘2в-~~
<7х։6'х..

(2>
д3 

(Ух^х.

В--~—-г;

Здесь В.։ постоянные коэффициенты, связанные с толщиной /) и ма­
териальными константами среды.

В ус\овиях поставленной задачи положим, что интенсивность нор­
мальной нагрузки 0, а также интенсивность свободного заряда на 
поверхностях пластинки () ֊ 0.

Система уравнений (1) относится к тому же типу, что в система 
уравнений для функции напряжений и индукции, полученная в работе 
(2). Общие выражения для функций ;е и V зависят от корней харак­
теристического уравнения

4 «/.('> 4Г’<))=<) 13)
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где обозначены полиномы от •

2^.4-/^

}Л> ) » (Дм “ '^У'2 + + 2^4» 4֊ ^14 (4>
/,(/) = Р:л' {- 4/Лу 4֊ 2 (В1։ ֊ 2 /.* - 43։у. 4֊

Примем, что корни уравнения (3) нс являются кратными, а также они 
нс являются корнями уравнений

/.,()) О /։(л) ֊ О
С помощью метода последовательного интегрирования действиями, ана­
логичными изложенным в работе [2], найдем общие выражения для 
искомых функций

.1 3

™ = 2Ие V иЧ{|Л), I/ 2Ие V И,(;Л) (5)
Л-1 Л~1

Здесь гн. и И. произвольные аналитические функции комплексных 
переменных ?/. х։ 'л,с. 1,2, 3), г ь три корня уравнения (3)ь
три остальные корня будут им сопряженные.

Введем обозначения

’<.('/•>) ф .<</։). КЛУг.) = ,г,ЛУз) (6}

Штрихами обозначены производные по своим аргументам. Представля­
ется возможным выразить все искомые функции, а также краевые ус­
ловия задачи через эти три функции.

Введем обозначения

А /3(л։)
—:—, т-/и.

2 ММ ՛ (7}4՜ Л /,(',)

Тогда изгибающие и крутящий моменты Л/։, М.,, Ни, перерезывающие 
силы Л'р /V.,, а также электрические моменты Р։, Р.., отнесенные к 
единице длины сечения срединной плоскости, выражаются через функ­
ции (6)

з з
М} ֊2КеУ^Фр М.= -2Ие5]пмФл 

к I Л-1
3 

Яг, 2Ке> п^Ф, 
;--1

V,֊ -2Кеу„1Л, Л’2Д 2^е2п5Х-Фл

л - 2Ке V
;3

Р. г. 2Ие У ^ЛФЛ.

(8)

к 1 л 1
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Введем вспомогательные обозначения (А 1, 2.3)
9 1

ISt “ ^11 2^։злд- +* vj; ~ 7
h 4՜

:‘2t- — ‘-’12 'k '^‘’v V2A “ ~Т~\ ^.ч
h 4“

։^~$з^2&лЧ + Д;.Л« \ч -г-֊-‘Яи-
h 4՜

։\*: ~ ь"’.г *■ 25дз)/д.-|-

2 1\к-- -7;15нТ(Дл ЯиК -/М-] 
h 4~

!15* = $>з Х Ч ~ #r.'ï <9)

- 2- ֊№ - <в._. в,^ + ДЛ1
П 4՜

i֊«= ^(А. 2 Аг. + А. 4). ՛՛» - | ֊<А. + Аа)

1 2 1
'•Sx- ~ “*՜ 2&У՛1 ;• Z S.'.'хЛ Sx՛ ~ “Г ՝7~՝^՝-։ ՛

4“ h 4՜

Тогда постоянные коэффициенты при функциях Фл в выражениях (8) 
(1 — 1, 2,..., 7: k .= 1, 2) будут

= '\х- *’ "’хЛх’ п<. = тз г V (10)

Пусть на краю пластинки заданы изгибающий и крутящий момен­
ты, перерезывающая сила, а также электрический момент как функции 
дуги контура s

Мп — т(&\ Nn -г —7֊~ = r(s), Рп - р($) (11)

Имея в распоряжении ряд легко доказываемых тождеств (А = 1, 2,3)

Ли- - '^п5к °’ Л6к ' к 'hk = 0

(12)
па _ Лн «и _ .
. ~ "а* “ • пзк п2к ’ кк 'к к

интегрированием получим краевые условия для функций Иф.:

3- П\к Г . У
2ReV—Фл = —[ т s) dx., *-/(5)<Avj| — С’х։ T С։

л-iZ* К J
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3
21<е У п2к Фх. Ц т($)<1х^ -г / (н) <7л\.) Сх..С* (13)

р
2Ие У лп.Ф4. = - 4- | р(х) (/я т Сл

где /($)= г(«Н7.<; С. Ср С2, С'։ — произвольные постоянные интегри­

рования; интегралы берутся по дуге контура от некоторой начальной 
до переменной точки.

Рассмотрим краевую задачу об изгибе пьезоэлектрической плас­
тинки сосредоточенным моментом. Пусть пластинка имеет прямоли­
нейный участок границы. Тогда можно рассматривать пластин­
ку как бесконечную полуплоскость. Направим вдоль прямолинейной 
границы ось л՜.», ось х—внутрь пластинки. Пусть сосредоточенный 
изгибающий момент приложен в начале координат. Для решения зада­
чи применим метод Н. И. Мусхелишвили [3), с помощью которого была 
решена аналогичная математическая проблема в работе [4]. Краевые 
условия (11) при х1 - 0 имеют вид

ЛА = п)('). Л^֊^ = 0, Л-0 (14)
Ох*

где ; точка контура срединной поверхности пластинки. Условия для 
функций Ф._, в соответствии с (8) и с учетом тождеств (12), будут

з з
21<е У ‘1\ (П - л1(0. 2Ке У п2. >.4Ф4 (;) - О 

д-1 л«։
(15)

?ке У л6<_ ф; (;) = о
Л--4

Умножим каждое из ра^енстй (15) на —----------- . где у — -г1 лг.
2т.1 : у

произвольная точка внутри области $, и почленно проинтегрируем в 
пределах от — >՜ до со. На основании свойств интеграла типа Коши, 
взятого по прямой, получим

яПФ|(у) -Г
3 ; ֊ У - - *»

' 1 '»?! <։>1 0/) : Л2 л22ф2 (//) + 'Л п-.-з Фч (.'/) = 0 (16)
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". ։ Ф։ (.V) - пл. Ф2 {у I - лез Ф$ (у) О

Разрешим систему (16) относительно Ф,. (у) и припишем каждой 
функции значение своего аргумента в соответствии с {(:>),

ЩЫ . _ (_±<2_Л (17)
2"М : —у

Ф:ХУз) = 2г/д

где Д определитель системы (16)

А ֊ л2 пи п.2 п.,, - . Л л„ л5з п,, • л։ п13 л,։

(/2л13"..л;1 - > . л.։ п:з пк (18)

Представим заданный сосредоточенный момент .V/ в вид«, распределен­
ного момента разномерной интенсивности М 1-, действующею на кон­
туре в пределах от •£ до - г. Подставив это выражение н (17). вы­
числив интегралы и перейдя к пределу при ; - 0, получим производ­
ный от вспомогательных функций:

ф1<л) = 3 —
2^/Д ух

ф;,(7л) (19)
2"/А у„

Зная функции <10), можно определить остальные искомые вели­
чины, такие, как прогиб и распределение потенциала срединной по­
верхности пластинки, напряжения и деформации ч любой ее точке, а 
также поляризацию и напряженность электрического поля.

Числовой пример рассмотрим на основе пластинки толщины 
А — 0.1 с.и, вырезанной из кристалла бифталата калия, свойства кото­
рого изучены в работе [5]. Основная система дифференциальных урав­
нений запишется в виде

(0.1255 и-": ; 0.377 -и»,“; 0.107 • 10г -

- ~ (0.0986 Гп; ֊1 0.283 и;՛*) Ю3 -֊ о (20)
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~ (0.0986 ш'П1 -г 0.283 • 10’ ± —(0.034 И,. 0.0498 Гя) 0

Характеристический иолином (3) имеет корни

>! = /1.77, 'к> = /0.615, = /0.827

= •с-,3 (21)

а отношения тк. согласно (7), имеют значения

1.015-10’, т3 = 0.0865 1')* (22)

та = 1.85-10 5

Вспомогательные функции задачи, согласно (19), получим в виде

„Л/ • „
Ф1(։/։) ֊ ■ 0.47-10՜ —. Фхй/։)= 0.Э91/10 —

• V/
Фп(^) = — 0.18757 10 — (23)

У1
Подставляя (23) в выражения (8), найдем вызванное сосредоточенным 
изгибающим моментом распределение изгибающих и крутящего момен­
тов. а также электрического момента в любой точке срединной по­
верхности пластинки, измеренных в единицах системы CG.SE.

4.92 3.71 213 \ ,лМ. 2М\ — —)х-10
V А, '

М..2М/ и.Ю-
\ Д։ X Дд / ■

.... / 8.93 4.57 336 ч 1П-лп։- ֊ 2М (---------- ------------ ----  НГ 101 -Ч X, /

п л .>/8.45 0.232 786 \ ,А.*>Р, '2М(---------г------ ------------ )г.-10\ Д։ \/՝

Л = 2Л// 1^8 _ О566^_1183 X 0-,
\ *1 Д. Да /

где

Д։ - х{ ф 3.14л--. Д. •-֊ х] 4-0.378х-, Д3 х? - 0.685х?

(24)

Можно далее найти и другие неизвестные функции задачи, та­
кие, как прогиб, распределение потенциала электрического поля в 
срединной поверхности, перерезывающие силы и другие.

Метод позволяет исследовать элёктроупругое состояние пластин­
ки, когда на ограниченном участке прямолинейной границы ее дей­
ствует крутящий момент или перерезывающая сила или любая их со­
вокупность, распределенные по любому закону.
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Большой практический интерес представляет рассмотрение рабо­
ты пьезоэлектрической пластинки в условиях, когда ее поверхности 
находятся в непосредственном контакте с обкладками — хорошо про֊ 
водящими электродами, не оказывающими влияния на ее упругие свой­
ства. Технологии нанесения таких обкладок подробно описана и моно­
графии [6|.

Рассматривая прямой пьезоэффект, поставим задачу отыскания 
потенциала электрического поля U нл обкладках, появляющегося и ре­
зультате действия на пластинку распределенной нагрузки интенсив­
ности с/(х։, а .), нормальной к срединной плоскости пластинки в се не- 
деформировннном состоянии. Для этого изучим краевую задачу об из­
гибе тонкой прямоугольной пьезоэлектрической пластинки с обкладка­
ми, защемленной по всему контуру.

Для вывода дифференциальных уравнений запишем вариационный 
принцип исследуемой задачи, утверждающий стационарность функцио­
нала на искомых функциях |7]

У[ш, И] - ( | Л’.Дш;,)-’ - +
(•Я

4- ~RV: Шд - 4В,j - 42?л u<. w\2 -

1 4
— — w։i И - Asw։։ И + u’rl ։ (25>

+25։1 о,;, и; 4- 2S1S a.;, v\) ֊ < v';>: + в„ (кг+

2St5 r։ k’J - 29 И - 2<?ш] dS

Штрихи вместе с нижними индексами .-••'»езн.-.чают гастные производ­
ные по координате х. или х..

При рассмотрении прямого пьезоа«: фекта Q(xn х.) интенсивность 
свободного электрического заряда на об лазках—представляет собой 
интенсивность свободно! о заряда, индуцированного связанным зарядом, 
выделившимся на поверхности пластинки. Очевидно, что функция 
заранее неизвестна и зависит от электроупру։ ого состояния пластинки.

Известно [8]. что вблизи заряженной поверхности проводника 
нормальная компонента вектора элсктроста ической индукции есть

De=4-Q (26)

Запишем выражение для единичного вектора нормали к поверх­
ности w = w (х։. х3) |9]

д - * !• & (27)
I 1 4-p’t <?’

где р и q суть тенгенсы углов наклона касательных к кривой в сече­
ниях соответственно XjX3 и
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Р=---- . 9= ---- 7«)
0ХХ Ох.

Необходимо выразить неизвестную функцию (?<х։, х„) через иско­
мые функции то(Х1, х5) и х2). Величины (28) и тем более их ква­
драты малы по сравнению с единицей вследствие основных предполо­
жений теории изгиба тонких пластин о малости толщины по сравнению 
с размерами пластинки в плане и малости прогиба по сравнению с 
толщиной. Подставляя (271 в (26), получим

= (29)

Согласно одному из уравнений состояния |10] имеем

= (30)

Здесь предполагается суммирование по индексам /. / 1, 2, 3.
Если структурная единица материала имеет плоскость материаль­

ной симметрии, перпендикулярную оси х„ то [11|

\н = 0’ езп еМ2 = «•&:■ — 0 (31)
Кроме того, согласно гипотезам прямых нормалей Кирхгофа, в 

теории изгиба тонких пластин предполагается, что

^=^ = ;„ = 0 (32)

Подставим (31) и (32) в (30). Тогда получим

(33)

Теперь можно записать с учетом (26) и (29)

£, = (34)

С другой стороны, компонента напряженности электрического поля Е3 
выражается через двумерный потенциал электрического поля функ­
цию И следующим образом:

И (35)
О

Сравнивая (34) и (35). получим выражение функции через функцию I7

С-------- У (36)

Подставляя (36) в (25) и составляя уравнения Эйлера, получим 
основные уравнения теории изгиба тонких пьезоэлектрических пластин 
с обкладками под действием нормальных распределенных усилий

/-. хе - — Ц V = д. Е3 «• ֊֊ Ц V - 2*1а И = О
2֊К 3 Л

(37)
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Краевая задача состоит в нахождении двух неизвестных функций 
и< и И. удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений (37) и
следующим граничным условиям при х։ >= 0» х, = /:

(38)= 0, ^=0. Г=0

при х2 = + Ь

■и) 0, ^=0, 
дх2

1/=0 (39)

Введем безразмерные координаты

О ■ ;.՛• ֊ 2а, 1 у։ 1 40)

Согласно методу Л. В. Канторовича, приближенное решение задачи 
ищем в виде

«’(։/!, Уз)
*— I

сс

Х-=!

(■И)

Здесь /1к(у2) и Н,;(у..) две системы линейно-независимых функций, 
удовлетворяющих, В соответствии с (39). условиям

М±1) = ЛИ± 1) = 0, Л4(±1)-0 (42)

и £*..(^3) функции, подлежащие определению из вариационного 
принципа.

В качестве функций /^(</2) я Нк(уг) возьмем системы ортонорми- 
рованных полиномов, построенных Г. Хорви [12]. Для первого прибла- 
жения они имеют вид

ЬМ = ^֊~<1 «,(</,) = Ц-5(1-г|) (43)

Подставляя (43) в функционал (25) с учетом (40) и (41), а также про 
изводя интегрирование по //.>, получим

9.7
12^э(АОг

4- Л 2 |/ 7 * |/ 2 Я՜*՜ V 3 -7 Вл С я
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ifls«(G')։+T5“cs 4֊^G=-276^ 
”Л

</</1 (44)

Из условия стационарности функционала (44) вытекает система двух 
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно функций 
$(.?։> » 6’(</։)

Ви/1'-6 (Аг+ 2^«)/ ֊ 31.55» 8

1 6(3 /"Т . 1.'Т7 Л 7՜___|./2Л։6 Ц֊^<Х2В,5)6 = ^| 1

(45)

з /՛У । ‘VI’И -ТВ"" ֊ Ц֊֊(Вг.^2В>։)8 Ь

B„G - ( ։М6=Л- 4В»)й — О

удовлетворяющих граничным условиям
g(0) = g (0) =~0, g = (2а) =/(2а) = 0, (7(0) G(2a) = 0 (46)

Числовой пример рассмотрим на основе пластинки, вырезанной из 
кристалла бифталата калия (5|, имеющей размеры 2a -- ՛ с.и. b — 1 ел<> 
Л 0.1 с .и.

Уравнения (45I будут иметь вид

26.8 «). 10’ - (1.22G 8.246 ) - 0.0°4<?
(47)

(.?՛ 6.71'« ) • 10* 4-(0.704G 4-40 6)= 0

Корни характеристического определителя ит.е.:-. знлче֊:-1 ■

' ։. ?. зд = ± 2Л8 * /0.43: = ֊ <".52 (48)

Записывая общее решение- неоднородной истемь: д.иьфгрен'ги .льных 
уравнений (47} и удовлетворяя граничным условиям (46< получим

? == - [/^'(OJT^cosO^,֊ 0.S18 sin 0.48</t) 4֊

е г1**'(2.73 coj 0.48 j/։ 4 9.69 sin 0.48^,) - 0.00209 eos 7.52 Vl -

0.00151 sin 7.52 t/i ֊ 3.51] • 10՜' u
(49)

6' = [«У^Ч 1.734 cos0.48^, - 0.435 sin 0.48y.\ 4

T e-tH/1(! 1.94 cos0.4Sy։ 4 10.67sin 0.43p.) ֊

10.2 cos 7.52 p. — 14.15 sin 7.52 p.J i՛ ‘q
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Подставляя (49) в (41), найдем искомые функции а՛ и U в нер­
вом приближении.

Для определения разности потенпиалов на обкладках восполь­
зуемся формулой для плоского конденсатора

(50)

Вместо функции Q подставим ее значение (Зб) через функцию Г 

К Ա £/,= -1 j'[ VdS (51)

<s>

Вычисляя интеграл (51) но всей площади пластинки, получим

(Л- 6\ = 5.79-10% (52)

Так, при действии равномерной нагрузки интенсивности 10 г слг на 
обкладках возникает разность потенциалов в 17 с, причем, обкладка, 
расположенная в области х3^>0, будет иметь отрицательный потен­
циал.

Изложенный метод решения задачи о нахождении разности по­
тенциалов на обкладках пр;: изгибе пьезоэлектрической пластинки 
позволяет решать широкий круг задач при различных закрепления:, 
сторон х։ 0, Xj /, а также различных функциях распределение 
внешней нагрузки.

Ленинградский политехнический
институт им. М. Н. Калинина Пост յ пил.» 12 V 1974

Ի. II.. Վ1ւ1|||Վ1՚Շ4|ւ՚1.11.

1»ԱՐՍ.«1 ՊՅԵ!»Ո1;|.1յ1|Տ141.11ԱՆ ՍԱԼԻ Ծ ԱՍԱՆ 'ԼՍՐԱՐեՐձԱԼ 1>Ր։ւՈ1' ԻքԱ՚ԱՅԻՆ
1ւ>ՆԴԻ1’Ն1։|՝

II. մ փ ո փ ո i Ո՜

Աշխատանրու մ զ ի ut ա ր կվում են բարակ Աք յեզոԼլեկարական սայի ծ >ւմ ան 
վերաբերյալ երկու եզրային խնզիրներ' Пt unt մնա սիրվոէ մ / սյ յեզոԼլեկսւրա - 
կան սալի կլեկսէրաասաձզակտն վիճակր, երբ ազզոզ բեոր բաշխված Լ սալի 
եզրի վրա' Լուծվում Լ աոաջին եզրս/յին ի/նզիրր, երբ եզրի վրա կիրաէէվ ս/ծ 
I. կենտրոնական ծէւոզ մոմենաւ bրկրորզ եզրային ի/նզրի լուծման մամանակ 
օտարվել Լ ղիֆերենյյիալ հ ա վ ա սա ր ու մնե ր ի սիստեմ երեսսւատոէմներով njj1-- 
զոէլեկտրական սալի ծոմ ան րյեպքքի հւսմայւ ե զտնվեյ Լ • ավա սար ա չա ւի 
բայիէված նորմալ միզերի ա զզ ե ր ո t ի յան <!ամանակ ե ր ե и սյ ա ut ո ։ մ ն ե րի վրա 
պոտենցիալն երի Աէարբերսւի յէէէնր յ
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TWO BOUNDARY PROBLEMS ON BENDING A THIN 
PIEZOELECTRIC PLATE

I. A. VEKOVISCHEVA

S u m m а г у

Two boundary problems on bending a thin piezoelectric plate are 
dealt with. An dielectroelasticity state of the plate under load, distribu­
ted along its boundaries, is examined. Accordingly, a solution to the 
first problem with a concentrated bending moment is presented. On 
solving the second problem a system of differential equations for ben­
ding the piezoelectric plate with electrodes is derived and the potential 
difference oz elect rods under regularly distributed normal stresses is. 
found.
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