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1. Рассмотрим сплошное тело, упругие свойства которого неот­
делимы от электрических и тепловых (явление пьезо- я пироэлектри- 
чеетва). Пусть в недеформированном и ненапряженном состоянии, а 
также при отсутствии электромагнитного поля тело имеет темпера­
туру То.

Предположим, что объемные силы, объемные электрические заря­
ды к внутренние тепловые источники в теле отсутствуют. Вследствие 
действия поверхностных сил, нагрева или охлаждения поверх­
ности тела, наличия поверхностных электрических зарядов, а 
гакже при задании на поверхности потенциала электрического 
поля « теле возникнут поля перемещений, характеризуемые вектором 

и (и,, и., я3), деформаций г . и напряжений 1/։. При этом приращение 
температуры составит и 7՜ 7,;„ где 7՝ абсолютная температура
тела.

Допустим, что намагничиванием тела можно пренебречь. Тогда 
возникаемое в нем электромагнитное поле характеризуется векторами 

Е (£,, Е.) напряженности электрического поля, D (/Д, />... Е)л) элек­

трической индукции и Н (Н.. Н.,, Ня) напряженности магнитного поля.
Все введенные величины рассматриваются в некоторой прямоли­

нейной ортогональной системе координат х. (i 1. 2, 3).
При сделанных предположениях электрическое поле будет потен­

циальным, то есть

д-' (т - 1, 2, 3) (1.1)
0хт

Одна из форм термодинамических соотношений, связывающих ли­
нейной зависимостью механические, электрические и тепловые величи­
ны, такова [1|

{i/~ Ci'ik! rkl ~

s ^r՝p^ (A J> m = ь '2> 3) (i.o)

Здесь d;ii и — соответственно модули упругости и температурные 
коэффициенты маханических напряжений, измеренные при постоянной 
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напряженности электрического поля; и постоянные диэлек­
трической проницаемости н пироэлектрические.коэффициенты, измерен­
ные при постоянных деформациях; пьезоэлектрические модули.

Для деформаций и перемещений имеют место равенства

Систем;։ уравнений движения рассматриваемого тела состоит из 
уравнений движения классической теории упругости

0/ <Ри 
(,-=1.2.3) (1.4)

уравнений Максвелла для электромагнитного ноля (2], которые с уче­
том равенств (1.1) принимают вид

divD — 0( rot 
с dt

и уравнения теплопроводности. При этом у удельная плотность ма­
териала тела, с скорость света в пустоте.

Уравнение теплопроводности получим из закона сохранения энер­
гии, являющегося локальной формулировкой второго закона термоди­
намики [3]. При отсутствии внутренних тепловых источников имеем

Т а— = — div д (1.6)

Здесь .5 энтропия рассматриваемого материала тела, д — вектор теп­
лового потока. Исходя из феноменологического закона Фурье для ани­
зотропного тела[3]

ч' = ~к‘ ^- ('■=։֊ 2֊ 3> 0-7)

где коэффициенты теплопроводности, уравнение (1.6) можно за­
писать так

(1.8)

Гермодинамическое соотношение для энтропии 5 имеет вид [1]

5- ;ГЛг/О.+ с'£ Г-п’Н (1.9)

При этом сгЛ удельная теплоемкость тела, измеренная при постоян­
ных деформациях и напряженности электрического поля. Подставил 
последнее равенство в выражение (1.8) и учитывая малость изменения 
температуры, получим линейное уравнение теплопроводности в виде



Квазвстатпческяй задача термоупругостн для анизотропного слоя 31

Ох.дх. д( 01’՜-' & ՝:Рп՝ дхI / • гт։
(1.10)

Таким образом, с учетом соотношений (1.2) — (1.51 и (1.10) си-
стема уравнений движения тела получается такой

Е ^к1 д*ъ
сч^ах е«ц дх / ! п> '(,ох} <1С

«' I, 2, 3)

1\՝Е ' о»о
Ор, 
д(

О‘У
(Ндх т

,£</Н
*՛> 0х(ОХ, ГС & 0

, . г </М
-4”Р--------- •-- =г .--------- ;--------  —- 4ГПГ --------

т։>6х мпОх Ох ' 1 тОх/и т п л»
(1.11)

го( Н =
1 ор
с о/

Пять первых уравнений системы (1.11) можно рассматривать не­
зависимо, а последнее векторное уравнение использовать для опре­

деления магнитной напряженности Н.
Будем считать, что на поверхности тела заданы механические 

(поверхностные силы или перемещения) [4], тепловые (температура, 
гепловой поток или конвективный теплообмен) |5], а также распределе­
ние поверхностного электрического заряда или потенциал электриче­
ского поля [2] и соответствующие начальные условия.

2. Рассмотрим квазистатическую задачу термоупругости для кри­
сталлического слоя постоянной толщины 2А ( Л ՝< л՛։ Л). Будем
считать, что физические условия позволяют рассматривать задачу од­
номерной, то есть

= и(х, 0, и2-=ия ֊ 0, V о(х, I), Н Н(-т./) (2-1)

Переходя от тензорной записи к матричной [6], соотношения (1.2) мож­
но записать так

(т = 1,2,3) (2.2)
Ох Ох Ох

Дифференциальные уравнения движения (1.11) (первое, четвертое и 
пятое) примут вид

с д'-и д'\, 
Ох~ и дх

0
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т р д'-и , d"v
otox дЮх

о
дх- д(

(2.3)

. д:ц , д-v . г дН

Два оставшихся уравнения механического движения используем для 
вывода условий одномерности рассматриваемой задачи. В данном слу­
чае получим

= С[(, = е» = еи = 7? = 1} = о (2.4)

Такими свойствами ' обладают, например, X- и К-срезы кварца [6}. 
Будем считать, что в начальный момент времени слой не подвер­

жен внешним воздействиям, а именно

= 0, ։’|,-о - 0, «1^0 = 0 (2.5)

а при />0 на его плоских гранях заданы потенциал электрического 
поля при отсутствии механических воздействий и изменения темпера­
туры, то есть

Л| _ 0. V --■■ ± о0(/), Н|* =0 (2.6)

где у0(/) известная функция, медленно изменяющаяся во времени.
Применяя к системе уравнений (2.3) преобразование Лапласа и 

разрешая полученную систему относительно функций-изображений, бу­
дем иметь 

и(х,р) = (6։6. I p/.xch I />'Л -- Го Ья 6։ sh I р>х} v0(p)w '(p)

и(х, р) - (b..br,\ p/xchl р>Л —4-Г06з shy p/x)v0(p) w (p)
(2.7)

Н(.г, р) = 7‘0/>о 6-л (ch | p/h ch/p/x)v0(/?)w“’(p) 

Здесь

w (p) = Ь..Ь.У p 'i b chv p /-Л 4n T^b՛! sh I- p /J> (2.8)

Постоянные, входящие в соотношения (2.7) и (2.8), принимают такие 
значения

г г E E -p г F. ։ 1'. г . ,4 _ ?Ь} — с си— си-и 4-4»ец

4. i К г „Е А-cupj -rcn7i, о.։ =7։ -и։ — 4.. еп/л

-л
bs =сг сц 4- Т6-\!\

> = (с',: : 7oTf 61*)] Г
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Нули рт функции и»(/г) лежат на мнимой оси: рт - 1' 1 Л՜' 7>т.
Используя обобщенную теорему умножения и вторую теорему 

разложения [7], для функций п(х, /), г»(х, !) и н(л-, () получим следу­
ющие выражения:

и(х, 2 у «,Л(МЛ էւօտԼ ^636,։տտԼ-յ-) ւ՚,„(0
си « «-։ Л л

= ս0(/Հ֊շջ ат( ьл. г * օօտԼ-4«դծհ։ոԼ7-)г,„(0 (2.10) 
п , X հ Л /

Н(л՛. է) — 2А } У сс>$ 6 — СОБ Հ — և' (/) 
». ։1 п

Здесь

ат = հ тЧԼ -ч‘п (Ь-Ь^ — 4” 7о Ս՜: (2-111

Характеристики тсрмОэлектроупругого состояния рассматрива­
емого слоя можно получить, подставив функцию (2.10) и соотношения 
(2.2).

Институт прикладной математики 
и чехакяки АН УССР Поступила 20 V 1974

Ա. II. 1։Ո111րՈԴԱՄ1’ԱՆ11ն1-. Վ. Ն. Է11ԺԿԻՆ

ԱնհՋՈՏՐՈՊ ՇԵՐՏԻ 2ԱՍԱՐ ^ԵՐ1րԱԱՈ-ԱՏԴԱ’ւԱՆՈԻԹՅԱՆ ՔՎԱԱԻՍՏԱՏԻԿ 
1»ՆԴԻՐ ՊՅԵԱՈ ԵՎ ՊԻՐՈԷԼԵԿՏՐԱԵԱՆ ԷՍԵՏՆԵՐԻ ԱԿՆԱՌՈЬ1ГП»1.

Ա. մ փ п փ ո ։ մ

^յու/ւհղսւյին շերտի համար, »րի աէեէսձւ/ական հատկրոթրոններր անբւս- 
հ/անելի են շերմային ն ելեկտրական Հասւկաք1 ւուններիբ (էէլյեղքէ 1ւ պիրոԼլեկա- 
րակւսն երևւււլթ արվում Լ րվ<" ՛լի и ա ա ա ի կ ի/նէ(րի լուծում ր՚.

3 Известка АН Армии.-кч& ССР, М?ханика, № 3



34 Л С Космодамиаискнй. В. 11 Лояскмн

A QI’ASI-STATIC PROBLEM OF THERMOELASTICITY FOR 
ANISOTROPIC LAYER WITH PIEZO- \ND PYROELECTRIC

EFFECTS

A. S. KOSMODAMIANSKY. \ N. LOZHKIN

Summary

I he solution to .։ qmisi-static problem of thvrmoelast icjty is given 
for a crystal layer whose elastic properties ar».- inseparable from electric 
and thermal ones (piezo- and pyroelectric effects).
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