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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ Г‘»УПП К 
ЛИНЕЙНЫМ ЗАДАЧАМ МЕХАНИКИ КОНСЕРВАТИВНЫХ

СИСТЕМ

Учет симметрии механических систем ։ разнообразных расчетах 
связан с применением методов теории представлений групп |3 6]. С 
практической точки зрении р.е֊՝:-.ма :ажен такой подход к исследованию 
симметричных инженерных конструкций, :֊: котором бы эти методы — 
специфичные и зачастую громоздкие непосредственно не участвовали. 
В работе [6] приведена методика статических расчетов пластин с ци
клической симметрией, отвечающая указанному условию. В данной 
работе эта методика распространяется на разнообразные линейные 
задачи механики консервативных систем, обладающих произвольной 
группой симметрии.

1. I руппы симметрии реальных механических систем относятся к 
следующим двенадцати тинам точечных групп! Сп, 1)п, Т, О. , Спь>

, Г),.;,. Та‘, ТI, и Ол (описание этих групп приведено, например, 
в |1]>, причем С„ь = Сп X А.а = Д> < С\.л, £>?л. 1 1\ =

С 1 и О>, О ! [!]. Последние равенства общем виде записы
ваются как б’ — С X. Е., где С любая из групп С,.л, [)п^,
Е.՛, и Ол: (> и Е соответствующие 6’ группы с порядками, рав
ными /п и двум. В дальнейшем через г:\ обозначается порядок группы 
(с I и /П _ чиСЛО различных неприводимых ре# Таилёййй\ и их раз
мерность; / — число неприводимых представлении гр угль. С, а^(б) 
и просто г/, — /-ый элемент группы б.

Каждая точечная группа характеризуй гея своей счс гейой простых 
и зеркальных осей (здесь отражение рассматривает?-? :.ак зеркальный 
поворот на 36 0 ). Оси нумеруются, начиная с осей ысщего порядка. 
Обозначения отражений, а также нумерация осей пределах одного 
порядка совпадают с принятыми в [1], причем ось С1'2) группы О на
правляется вертикально вверх. Если множества простых повороте?, во
круг осей некоторой ( руппы первого рода расположить а соответствии 
с нумерацией осей, причем н каждом таком множестве генороты, от
считываемые в направлении против «асовой стрелки, располагать в

. кдке увел :֊•՛. ИХ углов; ТО элементы "пупг 1-г - ре да упорядочи
ваются и нумеруются, начиная с единичного. Неприводимые представ
ления групп 1-го рода пронумерованы г [1|.

Замечание 1. Если некоторое представление - -руппы — ком

плексно, то с теми же оговорками, чтс и ь г6՛, вместо г и ■? рас-
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ематринае гея y:sv пр:։ юднмое представление, индуцируемое регуляр
ным представлением группы G' на объединение подпространств AJ(/1 и 

преобразующихся соответственно по ". и "..Указанному представ
лению приписывается наименьший из номеров представлений ” я т,. 
Таково, например, второе представление группы Т.

Упорядочивание множества зеркальных поворотов групп С,,.., .Уг„, 
/Zw и Т.{ аналогично множеству простых поворотов и подчинение пер
вого множества второму определяет способ нумерации элементов этих 
групп. Удобно считать, что номера одинаковых неприводимых пред
ставлений изоморфных групп совпадают.

Теперь естественно нумеровать элементы и неприводимые пред
ставления групп С . /Лл ,t j, 7՝, и Ол по следующему принципу:

g, <<» g.-п. (G ) (E.)g, (G'l, (j — 1,2,..., m') u-' = - G։;
(v 1.2,...,/՜), где т* и t'- 7-ые неприводимые представ- 

групп G ‘t . и ГЛ. — Неприводимы- Представления груп
пы Е, причем '.՛, —-дичи п։о: представление.

Пусть область - трехмерного пространства обладает точечной 
группой G симметрн! д- -- произвольная точка этой области, а р и 
р (х)—определенная в вектор*функция и ее значение и точке х„
Действуя элементом симметрии ’> 2>-՛-, па точку х и
вектор-функцию р. получим соответственно точку ;« Л* и функцию р, 
которая то՛ де х ставит в соответствие вектор Jxh Согласно
[2՛ справедливы разложения

i п։,, .-п

/>п - ( • - 1, 2,... /: иД'.т1,2,..,/л)
• —1 ;l= I -1

Коэффициенты г* и матрицы t. представлений т. для групп Сп и С 
приведены в [6]. Для групп 7՝ и О эти коа<| ։| ициент ы и j'A-e эле

менты т. I £> J(V - 1, 2 1: j = \, 2,... m: к,у- — 1, 2,.., m ) указанных 
матриц даны табл. 1. В случае одномерных представлений матрицы 

А
вырождаются в скаляры, .кляющ.иеся значениями характеров 

этих представлений. Для групп /Л. У... и T,i соответственно 
имеющимся изоморфизмам попросту переставляются коэффициенты и 
матрицы групп /)•., и О.

Замечание 2. Приведем необходимые соответствия между номе
рами элементов изоморфных групп: (5ф„ )• - ,, ։
—7 2-*?՛^ У;

i՛-ф.՛■■'-< '՛-■ 1Д.....
С 1 .2...,2п: л- *0: b-1: 2--17; 3---18: 4- -16; 5* -15: 

6-*13; 7--14; S- -12: 9--11: 10* -3: И* -6; 12- 9; 13—2; 14* *4; 15՛ -5; 
16* *7; 17--10. 8-֊8;19֊-21 20- -20; 21 ֊ *22; 22--23; 23- -19; 24--24.
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Коэффициенты с‘՞’; и матричные элементы Тл <дз>

Таблица 1

Индексы Коэффи
циенты Значения и с^-й

о Я к € а 1 2 3 1. 5 6 7 8 9 ю и 1? 13 V* 15 16 17 18 19 20 22 23 ?/.
1 1 1 М 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 ?4 1 ■1 1 ■1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 I 1 1 1 1 1 ■1 -1 -1 •1 -1

3
1 1 1/2 12 2 ■2 2 ■2 1 2 1 1 2 1 -1 •1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -? ■? 1 1
2 лА <2 0 0 0 0 1 1 -1 0 -1 -1 1 1 ֊1 -1 1 1 -1 ֊1 ֊1 о 0 1 1
1
'/ 2 2 <2 и 0 0 0 1 1 ֊1 0 -1 1 -1 -1 1 1 -1 ֊1 1 -11-1 0 0 1 1

я 2 2 2 2 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 •1 ֊1 -1 -1 ֊1 2 2 -1 ֊1

4

1
1

1 8 1 1 1 1 с -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 а 0 0 0 (1 0 -1 -1 0 0
п<. 1 б 0 С и 0 0 0 0 1 0 -1 0 1 ■1 и й ■1 1 0 1 -1 0 0 0 0
3 1 8 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 -1 1 0 0 -1 0 0 0 0 -1 1
1

2
•5 я, п 0 0 (ИО и 0 ֊1 0 1 1 0 0 -1 -1 б 0 1 1 -1 а 0 1) 0

2 1 0 1 0 ֊1 п 1 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 и 0 0 0 11 п ֊1 ■1
0 1 8 0 -1 0 0. а 0 0 0 0 0 1 1 0 0 -1 ֊1 0 0 0 -1 1 (1 0
1

Т
'1 8 ин 0 -1 0 1 и 0 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 п 0 0 с 1 1
1 8 т 0 -1 0 а 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 0 0 -1 и 0 1 и 0
1 $ 1, 0 ֊- 0 0 ֊1 0 1 1 1 0 0 0 0 и 0 0 0 -1 -1 0 с (1 0

5

1 
"7՜

1
1

1 8 1 -1 1 -1 0 ֊1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
т

1
0

1 0
1 8 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 1 -1 0 0 -1 1 0 •1 0 и 0
1 8 и 0 б 0 -1 0 1 [) 0 0 I 0 0 -1 1 0 и •1 (1 и 11 г 1 1

1
2
__

1 г. 9 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 ■1 -1 0 (1 1 -1 1 0 0 д
2 < 8 1 0 -1 0 -1 1 -1 0 -1 0 0 0 с 0 (1 0 0 0 0 0 а П ։ 7
V 8 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 9 1 0 0 -1 -1 с 0 0 Н-1 0 0
1

3
1 8 в 0 0 0 1 0 ֊1 п 0 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 0 1 1 -1

п 8 0 -1 0 и 0 0 о 0 0 0 1 0 0 1 -1 0 ,0 •1 0 0 1 -1 а 0,
1
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Наконец, коэффициенты с'.՛.'- и матрицы * (<>,•) для любой группы 
Ь"' ֊ С Е.. определяются из равенств: е'1 ,(С ) - 1 О' 1

= с^,,>?(С-)= ֊с:< (6"'1 ,(С")]-

=‘-.гк/б")1֊֊? г1к/)(6”)];-= 1,2.....Г;/- 1.2..../«:

1с, Р = 1,
Через 9։ обозначается элементарная ячейка области 2. Положим для 

конкретности, что в зависимости от типа группы 6' ячейка ограни
чивается следуй щими плоскостями: (Л, И (е) и II (С,,); /Л ՛ ՛ (С՛../’■/’/. 
П (С., ф). С'.1.՝) и II (Ср, С" ): Г- II (С՛С'р), Н (Ор. С™).
II (Сф, С<‘>) и II (Сф, Ор); О |Г(О’>,СЦ>). Н(С(’Л Ор), П(С.р. ОР) и 

II (О<\ Сф); 52я ֊ н (сЪ. II (52п): С,։Л П <е), И (Ся) и II (:); С_, 
»*(«,); /^-11 (=,), Н (=,) и II (-.,), П(5,), II С<’Ч и
II (Сф, С^У.Т., Г1(5.а),11(з,։) „ Н(=П)։Л П(;„). П(С'!,‘, С<*’)к И(С'.;’,С^; 
О/,—11(3]), II (зг,1 и II (з։1). Здесь II (е) произвольная полуплоскость, при 
ходящая через ось О>: 11 (С„) и 11 (5., ) полуплоскости, полученные из- 

П (е) воздействием элементов С„ и 5,.,: П ։ О‘/, О;.Ч полуплоскость 
проходящая через оси С"/։. , С)/՝ и ограниченная последней. И (з.) 
плоскость отражения з..

2. Пусть упругая механическая система 5 занимает область -- 
Тогда в подобласти 2, располагается элементарная ячейка системы 
5 (4]. Введем в 2\ координатную систему н։, г., г-. Действуя на 2, 
элементом симметрии о, (Е получим новую подобласть с коорди
натной системой ц}, р , г,. Вектор-функция р, заданная на 2, опреде
лена и в 2, (у 1, 2,.... /?։), где может быть выражена к.чк вектор- 
функция р\и . V . г() соотнетствующих координат. Если г.</ и / пе
ремещения, внешние и инерционные силы в точках системы 5. то и? 
принципа виртуальных перемещений следуеп такое уравнение движения:

-1Г- I (7 —/Нг ,(2»

Где V потенциальная энергия системы Л՜.
Следствием симметрии является то՜! факт, что перемещения точек 

системы 5 под нагрузкой р, определяются вектор-функпией /՛,. Тогд; 
н силу разложения (1) я линейности задачи нагрузке </'՞.՜ отвечаеп 
вектор-функция г^1 перемещений системы 5. В связи с этим при на
грузке типа , используя выражение
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н котором под /, как и под /?, понимается произвольная вектор-функ
ция, заданная на У. а < и 6. -символы Кронекера, и которое яв
ляется естественным обобщением аналогичного равенства из [6], можно 
показать тем же путем, что и в [01. справедливость записи уравнения 
(2) в следующей форме:

5 г г, 3 И«?!« + Д“) (М1.^2. (4).
V 1 ■

где К,'՜* *' потенциальная энергия ячейки 5, в случае, когда пере
мещения системы 5' имеют вид . Соответственно [6] выражение (4) 
трактуется как уравнение движения (в частном случае— равновесия 
системы 5> . состоящей из т.։ элементарных ячеек Л՜., совпадающих с 

и Загруженных внешними силами по схеме </*'• при которой на ячейку
5’,, действует нагрузка о,, д։).

Нетрудно получить такие соотношения

т
р^(и , V., 2-1= </,У ■....-,.(77)^' («>.*4» г։) (5)

и'֊1
Из (5) видно, что дсформативное, а следовательно, и напряженное со
стояние 5. , зщруженной но схеме , полностью характеризуют со
ответствующие состояния всей системы 5. Поэтому в случае линейной 
механической задачи оказывается возможным вместо непосредственного 
нахождения составляющих искомой функции шопределять порож
дающие их функции :/• 'Х)(п։. ±։). которые для ячеек (|‘
системы 5 имеют тот же физический смысл, что и функция ш для 
системы Л.

Плоскости, ограничивающие 2։. разбиваются на три категории: 
а) плоскости типа 11(5,), б) пары плоскостей ЩС^, С}*’) и П(С^>, 
С * ')> лля которых элемент переводит первую плоскость пары во 
вторую (частным случаем является пара II (е) и II (С,,)), в) пары плос
костей II (е) и II (Л?,,).

Пусть Х(СУ‘. С;’) ^Н(С7, С^), х(е) £Ще), х (52я) ^П(52„), 
х(С„) (; П (С„>, х(з) е ” (*•)> причем (С«>, С *,>) = х 

х(.՝ь„); С„х(е) х(С,.). Тогда из (5) следует

т
с՛;')] = с<;/V Д (6)

л՛— ։

рг7 И ель с; V ֊(С 7) Р\\> (*)] (7)
։
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ш

[*(*)! (8>

П1

■1՛ -:

(9)

Весь порядок методики из [6] переносится таким образом на рас
сматриваемые в данной работе задачи. Функции нагрузки 
ячеек 5\. имеют вид (при 7,՛ </

гп
д'” ‘.»р м) = 4 са>. ч. <?(«., о., г.) (10)

а их граничные условия определяются выражениями •,։>!. (7|, (8) и ('՛!.
Изложенный подход может быть применен в статических и дина

мических расчетах симметричных пластинчатвых систем <с упругим 
основанием и без него) и оболочек при наличии ребер жесткости, со
средоточенных масс и нагрузок, ч симметричных задачах теории упру
гости и т. д.

Пример. Система из Шести плас гни, подкрепленных ребрами 
жесткости, вместе с внешней нагрузкой изображена на il.nr. 1. Элемен
ты симметрии образуют группу Ь. С./,. Искомыми являются 
прогибы пластин в точках Л; и Л։, Перемещениями пластин в своей 
плоскости будем пренебрегать. Предположим также, что силовые 
факторы в плоскостях пластин малы ио сравнению с критическими.

^5

Фиг. !.

Примем -— - 0.25 изгибвая жесткость ребер). Для группы /Л,..: 
Оа

т = 24, / 12, /п} — т- — т, т- /я /п, /я. ~ 1.
т., = т. -- гп1г т՝ 2. Строя системы Л՜ > 1.2...., 12) и загружая их
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ио схемам <]'' \к 1. 2........ ,։п՝. убел: даемся, что ненулевые прогибы н
точке А., имеют место голько для V и Л’., Системы Л' и 5., загру-
женпьи ։•<><։: ве-те ; ней по по схем?.« г/ и с/Ч , приведены на фиг. 2.

толом сетж, получаем
•<;'(А.) 0дЮ305 ■'”՝•; тп:1, (А.) 0.0025 w‘*> (А.) - 0.0044^;

00015 ■•.՛ ^.0(1??^::,.,. А . О.0032 2֊£.

А) 0.0018 : u-.J'lA) - 0.0018 ^“1; (А.) 0.0011

Используя соотношение (5), находим
у.: (Ау) 0.00305^ wJJ ■ ••*!՛ -04)025$ 0.0025$^-:

-<’•1/40 - ֊ 0.0032^-: -0.0011*?—
L) D

Тогда из разложении ll) окончательно сле.-хует, что

«,(Л0 =г - 0.00125 ; МАО “ 0.0103

С помошы՛ соо:•• oine'Htn i'5) nt ; рудно, между прочим, проверить, 
֊:<> имеет чес .о ра.чсне .н тг । 4 . = :п t А 3. опусловленное симметрией 
нагрузки.

В заключение, ’.^ ме-им, что сочность проведенного расчета свя
зана исключи сельпо с решением снесем S՝։, 5-, и

Одесский
ин.у.гпгрно-стронп-льнкш ннсги।уг ПостуилЛл К) III 1972
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V. I.. ПППГ1’Л‘|ЬЪ

։|Ль111;Г'1.и.81‘'1, IIHISbU"blil‘h irbhU.’bh’iU.BI» ‘lUU.Hh'b luVUM'bbPIII'ir
ЫГРЬР1‘ LbP'ilU'.IJ.afll’IlbbPb 8Ь11ПН*:ИП, MbPU.nni‘P-3ftbbC

I), if l|l II l|l I) I if

IrUlfuttltlj , nijlj Hill'll Lpfftf lliil/etni f 6 I uflb՛ btlipfllll Jlllf ttlll/hpfl

illtimUlfilfuil/iulj 'I in у/Ui/' 0/ Lj< ft 'tuiiiiup uni tu ct///1/tf I,/ / L </ill'llmI/: liLpl/ш uiiftiui֊ 

uiuibpttnf lu/rj Lifiu'liiu/jp l/ftpiiimfL/ I. IftibuLptf tuiNfiil ։/ fi и in L lib Lp /li ti i.fttiii'lifiiiiii ,• ,'i 

tuiiippLp tfbui/fth fu'liiffipbltpfi ftnAifui'b /utifurp:

'fftiniupt/tftnif !։ ulitf Lin/ill ui,-ft I/1-hi nt tfih fininip infipiutifLittnri r/dwjfih //rrb 

ii/ifiifiiiiiifnf uftuut!>i). rzni'g ( uipifrtnl, up Lf/L Ш p in m p fl'll pLnp XLtuifin fulfil i J I. 
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THE APPLICATION OF GROUP REPRESENTATION THEORY 
TO LINEAR PROBLEMS OF THE CONSERVATIVE SYSTEM

MECHANICS

M. I. BURYSHKIN

5 u m in а г у

The simplification o: linear conservative system calculations is in
vestigated for the systems possessing a point group of symmetry. The 
technique of control for similar simplifications has been suggested, 
which is based on the mechanical treatment of „elementary cull“ method 
and is independent on that of conservative system calculalion-
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