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СЛАБЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ В ХИМИЧЕСКИ 
АКТИВНОЙ СРЕДЕ

Рассматривается задача о сходящейся слабой ударной волне в
реагирующей смеси, изменение состава которой определяется иротека- 
чие.м химической реакции. Уравнения, описывающие распространение 
слабых ударных ноли в химически активных средах, рассмотрены в 
работах [1.2]. Для сходящихся ноли произвольной интенсивности в 
химически инертных газах рассматриваемая задача изучалась в рабо­
тах, обзор которых дается в |3].

В настоящей работе методом сращиваемых разложений [4], при­
мененным для соответствующей газодинамической задачи, определя­
ется аналитическое решение при разных значениях числа ч, определя­
ющего отношение нелинейного и релаксационного Эффектов. Приве­
дены данные по физико-химическим формулам, позволяющие оценить 
влияние релаксационных эффектов на распределение параметров дви­
жения, причем, для рассмотренной реакции диссоциации четырехокиси
азота, релаксационные эффекты 
кости.

намного превосходят эффекты вяз-

1. Предполагается, что в п-компонектной химически активно։։ 
смеси вязкого газа, в которой происходит только одна химическая 
реакция, вне бесконечного цилиндрического объема радиуса А, про­
исходит взрыв, то есть в результате внезапного избыточного давле­
ния образуется ударная волна. В предположении,
компонентов смеси в каждой точке пространства и

что скорости всех 
любой момент вре­

мени одинаковы, изменение состава смеси будет характеризоваться 
параметром д, называемым полнотой (степенью развития) химической 
реакции. Уравнения движения смеси возьмем а виде [5(

,д( дг ) г)г \ з 1 / \<7гг г 0 г
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p — pty, tf. .s l или p - p(% Qt $\ (13H

Q= Q(p. ?. </). 0 = 2t (1.6)1
*•«1

Здесь ! цремя, •• плотность, p давление, s энтропия! 
7 температура, о скорость, Q сродство химической реакции, 
•՛. химический потепци-.л А-го компонента смеси, /,։ и л2 — первьй] 
и i>; ipQÜ коэффициенты вязкости, ՝<, М., пропорционально стехиоме-. 

гричсскому коэффициенту А’-го компонента н уранненин химически 
реакции, * время протекании химической реакции, коэффициент Ht 
ввиду того, что в необратимых процессах энтропия смеси может- 
только увеличиваться.

Предполагается, что разность возмущенных и невозмущеняы 
параметров смеси ֊։ каждой точке пространства и в любой момен 
времени мала

Р Рп - Ч>‘, 7 = ><\ ‘ 5 ֊ s0 -f ss, Г = Тп -f- г V (1.71

V = Ч» Ч'> Q = «Q\ v = IV՜

Здесь невозмущенные величины обозначены нулевым индексом 
з малый параметр.

Для возмущении примем следующие начальные значения:

р ь = ()' - v = 0 при г С RlV / ^'0

7/ = д, ;/ = д а;.„7-^д/£2՝\ (ц
/<?. Л

s ()' г 0 при г > /^0

/<>/? \։ ?
где аг(( I -- I равновесная скорость звука в состоянии полноте

термодинамического равновесия. Условия (1.8) совместно с требовани­
ем непрерывности V՛. р на линии г - А*(, при /?>0, как будет пока­
зано, определяют решение системы (1.1) (Г.6).

В дальнейшем, при линеаризации и последующем уирощени 
уравнений, ш ; ихи над возмущенными параметрами опускаются.

Производя посредством (1.7) линеаризацию системы (1.1) (Н 
и применяя преобразование- Лапласа по / к получаемой системе ли 
Нелриз6".анных уравнений, для возмущения скорости г» можно к՛.’ 
лучить

г/.у’ —- (</ - )? О (й
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01 — параметр преобразования Лапласа.
Для малых значений / после нарыва, поскольку течение нс сразу 

достигает оси симметрии, где имеется особенность. его можно считать 
локально плоским, поэтому в начальной области можно пренебречь ра­
диальными членами в (1.9). Общее решение получаемого уравнения за­
пишется в виде

х) —А* -•

гдех֊А0 г, к \(к: </])'

Полученное решение содержит в себе два вида волн: схо,хящуюся 
и расходящуюся

г« (<•>, л՜) />։(՝ч)е лЛ при х ֊0 (г А?1|)

V (»’>, х) — О (■-՛՛) е՝ ‘ при х < 0 1г А., >

Функции /?։, I).. определяются из условия непрерывности н. р. а следе, 

вательно, и ։.», р на линии х 0 (?• — АД так что для сходящейся 
ИОАНЫ находим

О,н — л.._ Л

где

Для малых ют, которым соответствует кпазиракновесиый процесс 
рас прост ранения возм у ще я ий. получаем

_ £ 1
0(и>, х) ------ ------ - С ' (1.10)

V

где

•3 Иэг.ссп։я-АН Армянской ССР, Механика, №2



Разложение (1.101 справедливо лишь в узкой волновой области и при? 
отсутствии химической реакции совпадает с |4|.

Применяя к (1.10) обратное преобразование Лапласа |6] и заменяй 
переменную интегрирования, для возмущения скорости можно получить.

и (х, f) = (1.11)

Отсюда видно, что позади (впереди! фронта волны скорости частив 
имическн активной среды ио абсолютной величине меньше (больше) 

еоответстнунипих скоростей частиц н смеси инертных газон.
Для квазиравновесного пронесса распространения возмущений г 

аналогично 11,2], можно преобразовать уравнение энергии (1.3) к аль-

тернатииной форме

, ____ ('Lilj
•fT\()s )<.,<№ 'dr wA.«՛^ <iv 'I

В соотношениях (1.7) был введен малый параметр Примем

֊ 4 2>(1П-։.

I(педнола ается, что рассматриваемое течение релаксирующей 
смеси представляет собой короткую волну с узкой возмущенной зо­
ной, движущейся с равнонееной скоростью звука о . Дальнейшие вс- 

следования проводятся методами, развитыми, в 11, 2, 4].
2. Предположим, что эффекты диссипации по порядку величин 

много больше интенсивности полны, то есть

। /?;
(2.1)

Из (1-11? видно, то линейное решение занисит лишь о)
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I / __________
/ )'| 2/(А’с — г). Поэтому при немалых > г.г.одя гея

°<п /1
новые

переменные

(2.2)

Применяя преобразования (1.7) и (2.2) к уравнениям (1.11. (1.2) и 
удержнная лишь главные члены, получим

Аналогично |1, 2, 7| можно показать, что

х 0-0 (2.4)

1(> есть в принятом приближении г квазиравнрвесяом процессе рас­
пространения возмущений сжатие газа происходит обратимо пр։ и<»- 
стоянном сродстве химической реакции. В рассматриваемом при­
ближении

(2.5)

лс я../£•■ >.=’4, Л; ֊% 

Ог.,-

Из (2;4) п последнею соотношения (2.5) видно, что Л՛',. 1, то есть
премя протекания химической реакции ՛ мною меньин макроскопиче­
ского времени <р .

Применяя преобраз« пиния (1.7՝, 1'2.2) к альтернативной форме 
11.12), учитывая затем соотношения (2.3) (2.5) и оставляя лишь
главные члены, получим

Уравнение (2.6) допускает реии-нш

х'(-. г) ֊ ֊
м л _ । 

2| г * I 2А0(А'Г г) 1 (2.7)

которое сращивается с (1.11) при г —> А,.
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Когда г становится малым, приближение (2.7) становится невер­
ным из-за взаимодействия волны с осью симметрии. Погрому о«5рз- 
тимся к уравнению (1.9), которое после известного преобразования 
фнводится к уравнению Бесселя

общее решение которого есть

v (г) Л\/։ (2l — /J,A'։ (z)

где /р л- модифицированные функции Бесселя первого порядка. Вы­
деляв из общего решения сходящуюся и расходящуюся полны, находим

:՛ С г) = Ол ( •• I/, (z I при г< /<„

v (2) />,(•>) *•’> (֊) при г /?о

Функции A>|։ I), определяются из условия непрерывности г, р на 
линии г — А*,,. После несложных вычислений можно найти решение, 
гчигтветству ющее сходящейся цилиндрической волне. При этом, для: 
малых •*, соответствующих квазиравновесному процессу распростра­
нения возмущений.

»(г)---------------------------- ---------------- --— I, (г) <2.8Г
W.,

Воспользовавшись асимптотическим разложением функции А',, заменяя Л 
через функцию Бесселя первого рода первого порядка /։(г), затем совер­
шая обратное преобразование Лапласа и вводя вместо новый параметр -

I Ro',

Из решения (2.9) видно, 
скорости частицы смеси 
у ран нс иию

что при г — 0, то есть нь оси симметрии, 
конечна. Полученное решение удовлетворяв
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К Т-Н1-' «■">
что можно проверить подстановкой и заменой ?՛(.:, 1) в (2.9) его 
асимптотическим выражением. Заметим, что уравнение (2.11) можно 
получить также из альтернативной формы (1.12) методом, применен­
ным при выводе (2.6), причем за новые независимые переменные бе­
рутся (2.10).

Решение (2.9) зерно для малых г. то есть вблизи оси симметрии. 
Для сращивания (2/!) с решением /2.7) удобнее всего взять к '2.8) 
асимптотические выражения для Л\ и /։ для больших г и затем со­
вершить обратное преобразование Лапласа.

Итак, при получении уравнений (2.6), (2.11) были пренебрежены 
нелинейные члены в (1.12) . силу требования (2.1).

3. Если же условие (2.1 ՝ не выполняется, го тогда при упроще­
нии альтернативной формы (1.12) следует оставля ть конвективные ела 
гаемые. Пусть теперь

За независимые переменные принимаются

К Л--"՜ Г )/?„;
: = 1___■. ■ - Л <з,2)

«й1։ °:«1)

Применение преобразований О.?՝՝ и (3.2) к системе (1.1) (1.6) при­
водит к соотношениям, подобным (2.3) (2.5։. Аналогичные выкладки
••ал альтернативной формой (1.12) льют г. основном порядке уравне­
ние Бюргерса

ду , -1,1 „//о
>>\ -’«Го (X*

которые можно записать а форме

^֊ ֊ в ~ / ь _______^°;'о 1 °(/ \
' /■/.= * 2в; * ? «? о /?:՛

Граничные условия для уравнения (3..3) берутся •։ вид»- 

13.3)

(3.4)

иС, 0) - { ~п- "₽”
I 0 при

'3.5)

то есть решение уравнения Бюргерса, описываюшее окрестность вол­
ны, сращивается с асимптотикой линейного решения на волне. В со­
ответствии с (3.5) граничные условия для (3.4) преобразуются гиду



38 Г Г. Оганян

2аГ •
?М)=Г՜' при ՝>° (3.6);

I 1 при

Аналогично [7, 8]. решение <3.4» при условии (3.6) после перехода к 
скорости и мои;но записать и виде

(3.7).

Решение (3.7) есть точное решение уравнения (3.3), сращиваемое в 
пределе (г • А ) с (1.11). При атом в решении (3.7) предполагается, 
что р 1, 1, причем ՛■;'^0. так что, используя асимп­
тотику интегралов ошибок дли больших ;. можно найти приближен­
ное значеняс

а3д_аа<
,г I . 4? 2=»

о(.г ;) = -Д<|>’ 1 -е ։3.8)

Видно, что решение зависит лишь от ('’а,;,: 2 о, Л, поэтому, пер»
ходя по (3.2) к переменным г, можно показать, что линия

есть приближенно- отображение физической лини;

которая представляет собой траекторию слабой плоской ударной во 
ны. Очевидно, что скорость частиц на волне Ис зависит от физи 
ских переменных г и <■, тс- есть волна принимает орм\ устаковивше 
ся профиля, который возмущается только таким внешним возд 
ствием, как эффект радиальной симметрии.
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Предположим теперь, что ни радиальная координата г. ни рас* 
стояние от границы /?( г не малы. За независимые переменные при­
нимаются

£?0 г и (г) I

(3.9)

где (функция £<г) определяется ниже. В данном случае снова имеют 
место соотношения, юдсбные <2.3» /2.5), которые используются при
упрощении альтернативной ?ормы (1.12), дающей з основном порядке 
уравнение Тейлора

■ — 2й
* л*

с!1. ди
(3.10)

>риров?.ние (3.10) приводит

г»('} г} —
&-
дг

к решению 

к х;
<ЗЛ1)

а г л =

а

Линия

*'<■ - ■ Щг) 0

есть траектория слабой ударной волны. Отсюда легки найти скорость 
распространения ударной волны, которая, с другой стороны, равна 
среднему арифметическому из скоростей распространенйя возмущений
впереди и позади ударной волны, то есть

л - 2~ “О(ч,

причем условие - — ос соответствует переходу к линейному решению.
Из граничного условия (3.5) зидно. что при г ~ Л\

г/д|
!^Л‘. = ’ 2՜ /3.12

Е учетом (3.12) решение (3.111 при г-»Л'(. переходит •: (3.81, когда 
-.оследнее выражаете? терминах (3.9).

Дли завершения решения остается определить £(г). 1счсние вда­
ли от волны и не вблизи оси симметрии можно .-читать, в основном, 

енпативным. Тогда, определяя возмущение скорости и из ли* 
кованной посредством (1.7) и (2.2) системы уравнения, .-.«ходим
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(3.13)

Подставляя (3.13) к (3.11), получим решение

(3.14)

которое при г — /<( сращивается с (3.8). Решение (3.14) описывает толь­
ко изменение толщины ударной волны.

4. Пусть теперь эффекты диссипации и нелинейности имеют оди­
наковый порядок, то есть 

И
= ? — о( 1)

что представляв-i собой промежуточный случай между существованием 
и отсутствием слабых ударных волн.

В области, где г и (/?,, г) не малы, вводятся переменные (2.2). 
с помощью которых, аналогично выводу (2.6), производится упрощение 
альтернативной формы (1.12), после чего получается уравнение Бюр­
герса радиального течения

4—— = 2f—i-v — (4-1)

or г о? о:

Введем новые переменные

| ;+ | r = r (J 

<М л

где функция «՛(!, г) имеет порядок о(1) и, по идее метода
волн, ее производная по направлению величина более низкого по­
рядка малости, чем сам:։ функция. Преобразуя посредством (4.2) урав­
нение (4.1), можно записать его в виде

1 Д«’Л Ъ4” — 2
ОЧ ' О;.. О\ Or О:

Если теперь выбрать функцию «.« — w (с, г) таким образом, чтобы

Ozl։

дг

«л
----  V
ст

(4.4)
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то уравнение (4.3) примет вид

В работе [4] принимается, что ~ о(г), поэтому вместо уравнения 
о\

1 5.5) получается линейное уравнение типа (2.6), выраженное н пере- 
. . О1 - 0«-’ 1мснных (4.2), но, как оыло сказано выше,-------- , так что метод,

предложенный в (4], можно рассматривать лишь как первое приближе­
ние при итерационном процессе.

Рассмотрим случай отсутствия эффектов диссипации. Гогда в 
уравнении (4.5) третий член исчезает, так что решение линейного 
уравнения можно записать в виде

V = ? (;)/Г г

Подставляя данное решение в (4.4), находим

“ трп? (ОР г +/(&) С4-6)1

С другой стороны, из чисто нелинейного уравнения, получаемого из- 
<4.1) при отсутствии диссипативных эффектов, можно получить

К
- ?(Ж г г- 

что, согласно (4.2), совпадает с (4.6) при /(;) - 0.
Таким образом, в нелинейной задаче указанный подход приводит 

х точному решению, в то время как при учете диссипативных эффек­
тов получается гораздо более сложное уравнение (4.5).

5. В качестве примера рассмотрим реакцию диссоциации четы֊ 
рехокиси азота: Л’^О,. ’ 2 ЛЮ...

Для вычисления коэффициента т, в формулах (1.11), (2.7) исполь­
зованы работы [10, 11, 12, 13, 14]. Значения для различных дав- 

лепиЙ и температур были заимствованы из |10], а а,о и комбинация՛

вычислены по формулам, данным в [11, 12]. В работах 
п։о՝ / ?. »
[13, 14] даны критические параметры соответственно для ЛЮ. и NO., 
с помощью которых были рассчитаны по формуле Бромлея-Уилка [14] 
вязкости отдельных компонент. Вязкость газовой смеси была вычис­
лена по формуле Уилка [14]. Время после взрыва считалось равным 
I - 0.0009 сек. Численные значения некоторых характерных парамет­
ров течения приведены н табл. 1, где обозначения те же, что были 
приняты выше, а г«# скорость частиц смеси без учета химической
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реакции. Здесь же приведены значения скоростей частиц смеси 1՛ 
отношения г,'у,:, вычисленные в грех точках позади фронта волны для 
различных случаен. Эти точки выбраны так, .топы они находили?։ 
к каждом случае на расстоянии 0.003 л:, 0.002 .и и 0.001 .м от Ьронтз 
волны. В таблице эти точки расположены одинаковых столбца?., 
сверху вниз. Видно, что при приближения х фронту ?.олны при фикси­
рованных р и Тскорости V и отношения о/х',. уменьшаются. При дан­
ной температуре- с увеличением давления сксростл и .՝. отношения и'у* 
уже увеличиваются. При данном давлении упе/ и--гением тем пера турм
скорости 1՛ увеличиваются» а отношения и/е.,, меняются незначительно.

՜и<мида 7

Т°С 20 50°

р(ат.и') 0 036 0.11 0.26 О.ОЗя 0.11
(ւ ,_,.՛, сек 230 210 190 25ւ) 245

а/9м)с^ 244 220 1У8 265 260

’ (Пссл.- и.заш ю * 0.2973'10՜’ 0.2686-10՜ ‘ Չ. 5178'10՜՝ 0.4417-10"*

да2..« 0.5062« 10՜՝ 0.7207-1 и՜1 0.2809-10 ' 0.3973-1 ’ 0.9107-1Й

х м 0 204 0.186 0.168 0.222 0.2175
г- .4/Сек 151 187 188 164 193.. I

у/։՛. 0.657ь 0.3912 0.9892 0.6565 0.8978 ։
X .4 0.205 0 .187 0.169 0.221 и.2185
г л, сек 139 166 175 151 176
Ո՛ք . Օ.ԱՕ65 0.794 0.923 .606 0.7185
х м 0,206 ОД 88 ОД 70 0.22» 0.2Ш 1

,՛ лг,՛ гек 127 :зз 14" 138 150
У У. 0.5534 0.658а 0.776л 0.5521 1,6136' I

Автор выражает глубокую благодарнее г-՛ \. . багдоёву за по­
становку задачи и ценные указания.
Институт чехлнихи
АН Армянской ССР ~чзту:-ила 25՜,X га

Դ. Ն ՕՀԱՆՅՈՆ

1МП«:П. ԳԼԱՆԱՅԻ։, ԱԼԻՔՆԵՐԸ ₽Ի1Ո’ԱՊԵԱ ԱԿՏԻՎ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ

Ա մ ф п փ ո ր մ

Դիտարկվում / խնրյիր иե դմվող թ ւււյ/ Հարվածային ալիքի վերարերյալ թի’ 
միապես ակտիվ դագային ի; աոեու րդ՚րւմ է որում տեղի / ունենում միայն մեկ 
ոեակրիա:

Կարճ ալիքների և կարերս վե ուո ւ ծ и ր /,/ յ«րր ննհր ի մեթոդներով կ шли լավում ' 
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անալիտիկ լուծում որոշ ոչ րլծային 1< ււերււրսա>յիււն էֆեկտների '! արարերոլ- 
թյանր րնութազրոզ п պարամետրի տարբեր արժերների դեպրո ւմ; Բերված են 
թվային տվյալներ, որոնր թույլ են տալիէւ դնաՀատելա շարժման պարամետ­
րերի րաշխմ ան վրա ււելարսարիոն էֆեկտների ադդեցութ յունր: Ցույց Լ տրված 
որ րաոօրււիւ) ազոտի դիոոցիացիայի ռեակցիա յի Համար ո.ելարսացիոն էֆեկտ֊ 
նհրր րավականալափ գերազանցում են մածուցիկով! յան էֆեկտներին:

WEAK CYLINDRICAL WAVES IN CHEMICALLY ACTIVE 
MEDIUM

G. G. OHANIAN

S u m m ary

The problem of a converging shock wave in a reacting multicom­
ponent mixture of viscous gas with one chemical reaction is considered.

The method of matched asymptotic expansions is used to find an 
analytic solution with different values of number g characterizing the 
ratio between non-linear and relaxation effects. The data allowing to esti­
mate the influence of relaxation effects on the distribution of motion pa­
rameters are presented.
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