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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ИЗГИБА УПРУГОГО ПРЯМОУГОЛЬНИКА 
С УПРУГИМ ТОНКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

В настоящей работе рассматривается плоская задача теории уп
ругости для прямоугольника, когда две противоположные его кромки 
защемлены, а в средней части прямоугольник усилен упругим тонким 
включением, расположенным параллельно защемленным кромкам. Вклю
чение представляется в виде припаренной к прямоугольнику достаточ
но тонкой полосы толщиной А, которая растягивается вдоль се осн 
сосредоточенной силой.

Исследованию напряженного состояния полуплоскости с упругими 
накладками на границе посвящены многие работы. Подробная библио
графия по этому вопросу приводится в работах Р. Муки и Э. Стерн
берга [1], Н. X. Арутюняна и С. М. Мхитаряна [2] .Некоторые задачи 
о растяжении упругих прямоугольников накладками рассматривались 
в работах |3, 4]. Во всех этих работах принимается допущение Э- Ми
лана [5], то есть считается, что упругая накладка находится в одно
осном напряженном состоянии.

Решение поставленной задачи осуществляется н перемещениях, 
которые представляются в виде рядов Фурье ио тригонометрическим 
функциям. Коэффициенты разложений определяются из полученных 
вполне регулярных бесконечных систем линейных уравнений. Следусч 
отметить, что некоторые другие задачи для прямоугольника с уси
ленными кромками или ребрами рассматривались в работах [6—8].

1. Рассмотрим плоскую задачу для прямоугольника (фиг. 1), 
когда две кромки (г/ = 0. у — '2Ь Л) защемлены, а посредине прямо
угольник усилен приваренным к нему упругим включением или на
кладкой толщиной А, которые растягиваются вдоль своей оси силой 
2Р. Остальные кромки прямоугольника считаются свободными от 
нагрузок.

В силу симметрии граничных условий мы рассмотрим только 
ПОЛОВИПу Области прямоугольника (0=Сл-е£а, О՝՜";/ /А), для которой 
граничные условия можно записать в виде: 
на защемленном крас

и(х, 0) —1»(х, 0) 0 (1.1)

на свободных от нагрузок кромках

Зх(°, .г/) -„/0, у) = 7, (а, у) - ‘^{а. у) 0 (1.2)

а на линии контакта с включением или накладкой по условии» сим
метрии имеем
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г«(х. Л) «о <1.3>

Из условия равновесия элемента накладки [2; на контактной линии 
у = Ь получим второе граничное условие

<*/' 2Р 2 Г . , 
л։" (1-4)

где Е. модуль упругости материала накладки, а / площадь попе
речного сечения накладки. 
При ятом

(1.5)

то есть один конец накладки свободен от нагрузки.
Как известно, перемещения а и V должны удовлетворять урав

нениям Ляме

Фиг. I.

(л '9 — ü 
дх

•- Ü (1։6)

ди fiv ... д՝ . д՝ 
— т •— , т
Ох Оу Ох Оу

лир— упругие постоянные материала прямоугольника. а напряжения 
выражаются через перемещения формулами

ч « Он , rt ov (ou , ди \ ..’. = >.д 2!֊—, -, /А ■ 2'1—. :1(— I• — ) (1.7)
дх Оу X Ох dy /

Решение уравнений (1.6) для перемещений и и v ищем в ни

и ֊ (.4vsh< {/ -î- ftk ch'if/-L Ck’t. у sh'x.j/
1-1

4- 'ч ( Ei.sh; д. x ֊ / ch _ x h *. xslr À. x 
A I

Dk'.ych ! . у} COS.' x.V •

/Д-;4. xch ,4x՛ cos;*y ֊

b0 (1.8)
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ос

V = [5; ֊ (3 — 4*) С>]5Ьл*у -ь [4* — (3 4*)А]сЬ чу 4
А-1

֊1 ЯМяф 8ПЧ// -г Сд/՝Х1/ сЬ ч.у^пЛд л

со
“2 (Их - <3 4*)Яа]сЬ7ах - [ГА - (3 — 4*)6\]$1пАх -

Ь=1

• •'■ -и х5Ьт* X -г 6',у4 хс117д.г &։П7Л// р.9)

где ■ *=£",'«, — к~1Ь, а '—коэффициент Пуассона материала

прямоугольника.
Используя граничные условия (1.1)— (1.5), после некоторых пре

образований получим следующие соотношения:

Аь = (3 ֊ 4*) йк, Е,- - (1 ֊ 2*) М

Вь -г йк/՝кЬ — (. < ; .'֊д.А с<Ь г֊к 6 (3 — 4*)] — О

Л Ь4ас1ЫдО + (1-2')] (1.10)

и совокупность уравнений из нос.ми бесконечных систем линейных 
уравнений

д.<1) _ у д(11 и
— /1 ‘ -.Л “л .

в-։.з...
3 “ V 

к ЗД...
(1-11)

1X1
1՝ <՛

л- Х4 .

=5

ч- 2
(1.12)

е1>.ч|)

т^ГХ...

03
-V </П'х<3М 

_1 Лх »1
^2.4....

-1^' 11.13)

г4,2> _х V с՛--' ц'-'
к . чк У .•։

г V 
1

4..~

(1.14)

е.
 

11
՜ м

«и

?'
՜։ X

со
у

‘ :.з

П>‘ у! И .- (1.15)

< =5

->-14....

> 1

1.-1 '5,

- ь՝: (1.16)
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I 3 — 4* ,
4-л (1 — V)

(1.29)

}2Д2 .
д* = (3 - 47)» - 4- 2>4 (3 ֊ 47) ель Л* Ь - -!^-г

5П‘>* Ь 5Ь% Ь (1.30)

В формулах (1.19) — (1.26) нечетному индексу к соответствует 
значение 7=1, а четному 7 = 2.

2. При исследовании бесконечных систем (1.11) 11.16) пользу
емся неравенствами

1- (1 - 7) 15| < -|- (1 ֊ >)^

!(!-•')?< 4)<(1-^7я?+
а также суммами рядов [9]

V _ а .> 'х <>( К0 \
И? 2 ‘ 1 “ &Ьт^/

Л... и;, -7*)- Зъ 2 ' 81пла

<0 • Ч / . -
V а .1 '*“ ( ! 1*"
д.՛------------------- ГТГ. — о------- с ‘<п~ ֊— ( 1 — -Т---------

/1=2.4 ՛՛ ՛; . 11 ’ 2

После некоторых преобразований для суммы абсолютных значе
ний коэффициентов систем получим следующие неравенства:

ЭС

«> -1.3,1-

27) — 
----------------- ; -

и« \
як ’^а '

(2.1)2 
т

1 1^1 < 
«-2,4.... т

$Ь 7^

£Ю

-1Д
га-2 га<-Т|1 + 0’«=2.4... I֊1

2И I
ЯП/дб I

(2.2)

кк > кЬ
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М
$Ь I кЬ

3 «?|+з |эдк֊Ч
п=2.4..^

-*ль  ̂

' к° 2 +2,‘ |
Докажем, что правая

с1п / ,6 (1 2>)

3 4՝>
бЬ /. Л а!

(1 2>)

(2.3)

(I-
'кь 

$Ь

(2.4)

часть неравенства (2.2) меньше 1 /п, то есть

1 (1 2֊.) Х- —Да * <1 -
бЬх X 2 бЬх

(2.5)

Из разложения функции сЬх в ряд Тейлора легко получить неравен
ство

2(сЬх 1)>Л"

зИ > кЬ

Умножив обе части этого неравенства на 2(1 •») х бЬ х и прибавив
к ним

I (1 2‘4֊^
бп х

получим неравенство (2.5).
Покажем, что правая часть (2.3) меньше единицы. Для этого за

метим. что при 0<*-<1 4 имеют место следующие неравенства:

(1
/ ' к Ь4.) 1-----,-Ц-

(1 4՝<и сНг > £.6
эЬ-А.б

л при 14<"'<С]2 следующие неравенства:

/ 1 X2> -г ( 1-2՛. —— >°\ 3 4 . /я1г/16

На основании утих неравенств, а также (1.29) и (1.30) легко ?.южно 
убедиться, что при 0 < > < 1 4 правая часть (2.3) меньше т 2. а при 

‘2 меньше Ь/г».
Аналогично можно доказать, что правая часть (2.4> меньше 1 ՝т. 

Легко видеть из (1.29), что 1 т или т 2 меньше единицы.
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Таким образом, из вышеизложенного следует, что полученные си
стемы линейных уравнений (1.11) (1.16) вполне регулярны.

Легко видеть также, что свободные члены этих уравнений ограни
чены сверху и для больших индексов имеют порядок убывания 4 
Следовательно, значения неизвестных коэффициентов, а также напря
жений и перемещений можно вычислить с любой степенью точности.

3. В качестве примера рассмотрим случай, когда накладка абсо
лютно жесткая, то есть 1 /Г։ = 0. В этом случае решение совокупности 
линейных уравнений, состоящих из восьми бесконечных систем урав
нений, сводится к рассмотрению четырех совокупностей уравнений, в 
каждую из которых входят две бесконечные системы уравнений, при
чем три из этих совокупностей уравнений дают нулевое решение, то 
есть

х'р = <9=^>==г‘«| = 0 (3.1)

а остальные неизвестные определяются из четвертой совокупности 
уравнений

У сЙ^.։‘ 
к — 

л —1Д.-.
^"=1 ед ед+ ед 

п ■ 2,•>....
(3.2)

Для получения расчетных формул для перемещений и, V и напря
жений з։ , подставим значения коэффициентов из (1.10), (1.17), 
(1.18) в (1.8), (1.9), используем (1.7) к произведем параллельный пере
нос координатных осей

х = х, а 2 у у, Ч- 62 (3.3)

то есть начало координатных осей х։, у} будет помещено 
левого прямоугольника.

После некоторых преобразований получим следующие

в центре

формулы:

_т 
27-па

1 °° 212>
-У ֊ -
2ХЧ4 . . 

2
2 2

яЬ >

4֊М1сЬ / (֊ I)4 ' I МО м со։'-^.+
Л"

2* I-

•/ С * * /У \ | 1
4--——сИ1-֊—) ֊,. X. яй-^А-, ( 1) а у^-(3.4)
11' ' / [ЛЯ

1 * 41 2)( 1)‘՜
^(х„.9։)= — У ----------7֊

2 Г-2.4 Л сЬ



10 В, В. Микаелян

- sin>.x
та 1)

Դ֊հ Ги.... sh bl! 
2

ԼՃ 
2

X4a I
cth J sh -դյղ -fr- ^.x/ch -f.Xj jcos x, yx (3.5)

Հ (х„ ух) - 2ր -4-Ջ
— .—

ch
x/>
2

2-,
X.6֊Ւէհ

֊ I . Г/։ ch / у. sinX^Xj ֊
w

та 4
г

*-։
y?՝( DT

ish

Հ« Յէհ-^տհ 7ժն - Vfe-ն ch ֊..x.

«
7 (*u Ул) - 2’.‘ Z

Հ2>(-1)*'-

2eK
2

ՕԾ

1-2,
z/ 

2

k i

(3.6)

^'k!h~

I ^y-.^'.-yi sin X, x, 4- тау'Щ 1) '
‘2

k

i*1' i 
cl ; 2 $in ■; ^y (3.7)

■ 2cli -iL (1

Zx./> X b
—։h— ch/j/x ֊ 'Vvtsh ',yx ccs .

ы
CÜ 

֊2-‘S 
4-

ma y'.' (- 1> 2

... 2ձտհ-^-

Ն-«շ cth
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+ *,>*: кЬ соз 7А.У: (3.8)

В результате преобразования (3.3) правые части (3.4) — (3.8) 
оказываются четными или нечетными функциями от аргументов х, и ух, 
что позволяет вычислить их значения для области (0 л'։ -< а/2,

-С 6/2), а дальше, воспользовавшись ими, можно записать значения 
этих же функций и для остальных областей прямоугольника.

Произведен численный расчет при V 1/3 для нормальных и 
касательных напряжений па липин контакта с включением ( табл. 1 и 
2). а также вычислены значения нормальных перемещений н точках 
лежащих на свободном от нагрузок крас (табл. 3).

-у (х. 6) Та рЛ
Таблица 1

1 2֊ 5 10

0 ֊1.298 —4.572 ֊23.892 -88.288
0.1 -1.055 3.963 22.322 85.212
0.2 0.937 -3.672 -21.598 —83.8-14
0.3 0.885 -3.417 -20.950 ֊82.595
0.4 0.710 3.213 -20.382 81.450
0.5 0 0 0 0
0.6 0.740 3.213 20.382 81.450
0.7 0.825 3.417 20.950 82.595
0.8 0.937 3.672 21.598 83.8-И
0.9 1.055 3.963 22.322 85.212
1.0 1.298 4.572 23.892 88.288

Таблица 2 
1>) Та/рЬ

х/а
1 2 с 10

0 4.261 7.436 16.655 30.965
0.1 0.917 1.157 1.894 3.064
0.2 0.896 0.839 0.659 0.343
0.3 О.950 0.730 0.066 -1.051
0.4 0.995 0.692 0.233 -1.751
0-5 1.011 0.682 -0.310 1.971
0.6 0.995 0.692 -0.223 ֊1.754
0.7 0.95 0.730 0.066 -1.051
0.8 0.896 0.839 0.659 0.343
0.9 0.917 1.157 1.894 3.06-1
1.0 4.261 7.436 16.655 30.965
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Гач ли ца 3 
и <0. ч)

и/6
1 2 * 1 10

0.0 0 и
0.1 215 п 1Ьл ЗЯЧ 1.078
и 2 о ХМ 0 375 1 095 Зло9
0.3 0.459 □ сЮб 2.100 9.460
0 I 0.590 •Х8е8 3 »5 12.051

0 724 1.140 4.о! 17 041
0 6 0.8« 1.424 5 Й5 | •2.031
0 7 0Л82 1 -Яб 7.120 ) 26.622
0.8 1 114 1.917 4.125 I 30 413
0 •» 1.233 2 1СЬ Я .431 33 мм

,4« 2 ') 220 | .4 *»2

Из формул (3.7) к с 3.8) виднс, что для определения нор маль- 
кого напряжения ид заземленном к пас мс&ко воспсльзонатпся табл. 1» 
меняя только знаки, а значение хаслтельнс дприженкя на атом 
крае дается I .дбл. 2.

Как видно из риг. 2, касательные напряжения на линии контакта, 
а также на защемленном крае длн отношений I — Ь а 5; 10 в сред
ней части контакта меняют знз-, _ п֊я 1 = о и~ \ значение касатель
ного напрял нгч՜^- ■ лиши контакта имеет отнссяг
тельный максимум
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Отметим, что аналогичные явления были замечены в работе |10].
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A BENDING PROBLEM FOR A RECTANGLE WITH 
ELASTIC ENGAGEMENT

V. V. MJCAELIAN

S u m bi a r y

A plane contact problem in the elasticity theory is considered for 
a rectangle where its two opposite edges are fixed and its in: L->cc‘.ion 
is reinforced by an elastic stiffener arranged parallel to the f: •• cd res.
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A point force acts on one end of the engagement along its axis. The 
solution to the problem is found in displacements represented as Fou
rier's series by means of trigonometrical functions. The expansion coef" 
ficients are determined from the infinite systems of quife-rcqular equ
ations thus obtained. A numerical example is given for an absolute rigid 
stiffener.
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