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О КОЛЕБАНИЯХ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ, 
ВЫЗЫВАЕМЫХ СИСТЕМОЙ ДВИЖУЩИХСЯ СИЛ

Рассматриваются установившиеся колебания тонкой плиты, вызван
ные вращательным движением на ее поверхности нагрузки, состоящей 
из четного числа равных регулярно расположенных по окружности 
сил. В первом приближении исследуемая система может служить тео
ретической моделью для определения воздействия на прямоугольную 
пластину со стороны упорного шарикоподшипника.

Пусть поперечные колебания плиты описываются обычным диф
ференциальным уравнением без учета сдвига и инерции поворота [1]

DV2 у, 0 (1)

Здесь 2 =------ 1----- , D изгибная жесткость, о масса, отне-
дх2 с/у2

сенная к единице плошади, q — внешняя нагрузка.
Поместив начало системы координат хоу в угол пластины с раз

мерами в плане /х, /2, разложим поперечный прогиб в ряд
ОО

Г = У У А„ (0 sin ^-sin —(2) 
‘1 -

удовлетворяющий условиям свободного опирания кромок.
11остроим аналогичный ряд для внешней нагрузки

ОО
<7 = (Osin ЛА (3)

m,n=l 1 -

которая задана выражением
2Л- ,

q — Q V о (х — X,-) 3 (у — у,) (4)
i I

Здесь Q—сила, приложенная в точке с координатами х, — х,- (/), 
у, yi(t)', — количество сил, движущихся по окружности радиуса
г с центром в точке (а, 6); 3 — функция Дирака.

Из выражений (3) и (4) для коэффициентов разложения имеем
4Q/ 2k

Втп (Z) = ~ ~ ( sina a sin р b У cos a ;z cos ф-
Z1 л=1

2k \
+ cos я a cosP 6У sina;։-sinp 7],- ) (5)
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При этом введены следующие обозначения:

Переходя к полярной системе координат, положение точки (xt,yi) 
на окружности радиуса г определим углом ?,■ по формулам

— reos?/ '/], = г sin?/ (i — 1, 2,..,

Тогда для произведения косинусов и синусов получим

cosa $/ cos3 rti = ֊[cos (rA* sin ֊t֊ cos (r R sin 02)]

sina sin = ֊[cos (r R sinOJ — cos (r 7?sin 62)] (6)

R = (a2 -I- P)1/2; 01։2=7±?z, 7=arctg—

Пользуясь известным разложением [2]
ОО

cos (z sin G) = /0(z)4- 22 Jij (z) cos2y'G 
J=i

выражение (6) преобразуем к виду
ОО

cosa ;, cos 9 rtl = (rR) Н-2У JijirR) cos 2y 7 cos 2/ ?/
/-1

00

sina ;, sinp 7/ — 22 J?j (rR)sin 2y 7sin2y?/ 
j 1

где /, — функция Бесселя первого рода порядка v — 0, 2, 4,...
Подставив соотношения (7) в (5), имеем

(7)

4Q Г 2k

ОО 2k
+ 2 'i2j 2 Sin 2у ?/

у=1

Здесь

/л/ — 2J՝2j (rR) cos 2у 7 sin aa sin 96 

i-2j = 2J2j (rR) sin 2y 7 cos aacos36

При помощи формул [2]
2Л-1

cos (u T՜ iv) = cos
i-0

,2^ — 1 \и 4֊ ----------v Isin kv cosec —
2 / 2
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,26 — 1 \ . , vи ------------ v sin ku cosec —
2 / 2

для регулярного расположения сил Q

T(+i= + = -Р f = 0.1,2...,2£֊l,
К

после раскрытия неопределенности находим
2* (27с CGS 2sk у! пои / — sk
Vcos2j> = ‘ J (9)
j=i 10 при / =-'= sk

s -֊■ 1, 2, 3...
[26 sin 2 s 6 Oj при j = sk 

> sin 2/ ?t- = {
/=1 lO при j = sk

i 1ри постоянной скорости вращения (sp ֊- о,7) согласно (8) и (9) 
имеем .

40-26 I . 00 1Bmn(t) = ~֊֊ \ J0(rR) 4- V2H,- cos27W р V /V,-sin2/ZM 1 (10)
'i 4 1 fci Pi I

где
Mi — 2/2,^ (rR) cos 2/6՜; sin?, asinp b
Ni (rR) iinUkt cos^-a eat? b (11)

Подставив ряды (2), (3) в уравнение (1), приходим к системе 
дифференциальных уравнений

-р -т„ ^тп — р Втп (t)
D ...........

Здесь 12m/1 = (а^ р З2)2 — квадраты собственных частот колебаний
Г'

плиты.
О раничиваясь рассмотрением установившегося режима колебаний, 

решение лпл-го уравнения с учетом разложения (10) ищем в виде

Для определения коэффициентов получаем равенства
r,o 4Q-26 J0(rR) тп —

//2 О(а2 + ру
С(О _ 4Q-2/<________ Mi

тп 9L — (2/Ъо)2
(i) = 4Q-26____Ni____

SL ֊ (2гЪо)2
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Таким образом, в установившемся режиме пластина, получив стати
ческую осадку, равную

ОО

х 510,8 у
т, п=1

будет совершать колебания с частотами 27/<(|). Осадка пластины про
порциональна произведению Р — 27<С?> следовательно, она зависит от 
суммарного внешнего усилия, передаваемого на пластинку.

Проанализируем теперь амплитуды возбуждения колебаний (11). 
В силу того, что максимальные значения функций Бесселя /.(а) убы
вают с ростом V, приходим к выводу, что увеличение количества сил 
21: уменьшает амплитуды возбуждения. Таким образом, увеличение 
количества сил <2, без изменения статической осадки плиты, приводит 
к снижению уровня возможных вибраций.

Из выражений (12) следуют условия резонансов в рассматривае
мой системе

, — (2/Ь>)1 2 = 0 или <о = —У > г — Ь 2’ $

1
4---- У, М ( 51031, / ф 5Ш22,- /)

2 ։֊1
81,- = 2гкы — А, £2,- = 2/'£ы 4- А-

Эти формулы показывают, что при заданной скорости вращения 
группы, состоящей из 2к сил, резонанс невозможен на собственных 
частотах пластины, удовлетворяющих условию

2,чя<а*, где 2*=2Ь)г

Для больших значений / и к имеется возможность наступления 
резонансов, соответствующих малым скоростям вращения <о. Однако, 
при этом, как показано выше, амплитуды полигармонического воз
буждения убывают и оказываются недостаточными для того, чтобы 
вызвать заметные колебания в системах, где существуют значитель
ные силы рассеяния энергии.

Выше предпол ггалось, что величины движущиеся сил являются 
постоянными во времени. Не представляет затруднений определить 
амплитуды внешнего возбуждения и при наличии гармонической со
ставляющей, то есть*при <2 = Р 4՜ С СО5/7. Для коэффициентов разло
жения внешней нагрузки в этом случае получим

(֊')=֊ ~
Г2

4(7-2£

где

ОО со

}0(гР) 4՜ У М{ со52/4-с>^ ф- V 7'7]з’ш27^^>1
/ = 1 1 = 1

1 00/0 (гР) СОЗ / / 4--------У (сое:;,- / 4՜ СО5֊2, /) -
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В отличие от рассмотренного ранее случая в системе теперь воз
можно появление дополнительных резонансов на частотах л= Qmn и 
2 ikw ± л — “m/i • Последние являются комбинационными резонансами, 
обусловленными пульсацией сил и изменением координат их точек 
приложения. Об опасности этих резонансов позволит судить только 
учет реальных сил рассеяния энергии, что не вызывает принципиаль
ных затруднений в рамках линейной постановки задачи.

В заключение отметим, что полученные результаты можно легко 
распространить на случай нескольких групп сил, движущихся по кон
центрическим окружностям.
Харьковский ордена Ленина
политехнический институт Поступила 10 VII 1973
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ՇԱՐԺՎՈՂ ՈԻԺԵՐՒ ՍԻՍՏԵՄՈՎ ՀԱՐՈՒՑՎԱԾ ՈՒՂՂՍ.Ն»ւՑՈՒՆԱԱԵՎ 
ԹԻԹԵՂԻ Տ՛ԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ n փ n ւ մ

Դիտարկվում են ուղղանկյունաձև թիթեղի տատանումները շրջան ա գծ ով 
շարժվող ուժերի սիստեմի ազդեցության տակ:

Թիթեղի վիճակագրական գիրրի որոշման համար, որի նկատմամբ կա֊ 
տարվում են տատանումները, ստացվել է բան աձև: Որոշվել են պտտման կրի
տիկական արագությունները, որոնց դեպքում հնարավոր է ռեզոնանս: Բերվում 
են նաև պոլիհարմոնիկ գրգռման ա մ и/ լի տ ո ւ գ ան ե ր ի որոշման համար բանա
ձևեր:

ON VIBRATION OF A RECTANGULAR PLATE, EXCITED BY 
A SYSTEM OF MOVING FORCES

E. G. GOLOSKOKOV, V. P. OLSHANSKY

S и m nj. a г у

Stationary vibration of a rectangular freely supported plate, excited 
by a system of circular moving loads is investigated. Statical transverse 
displacement of the plate is determined. Formulas for resonance angular 
velocities of the rotating system as well as for the amplitude of po- 
lygarmonic excitation are given.
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