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ОБОЛОЧКИ ПРИ ДЕЙСТВИИ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ

ЛОКАЛЬНОЙ НАГРУЗКИ

В работе исследуются параметрические колебания замкнутой кру
говой изотропной цилиндрической оболочки при действии локальной 
осесимметричной нагрузки, вызывающей моментное начальное напря
женное состояние.

В работах [1—3] показана необходимость учета неоднородности 
докритического состояния оболочек при исследовании областей устой
чивости параметрических колебаний оболочек.

1. Исходные уравнения, связывающие нормальный прогиб И՜՜' и 
силовую функцию Ф, взяты в виде [1, 3]

1 1 ()֊ 1Г 1I ^4։ф + 7®+Т£(й^=0 <1Л)'
Г ^+даг֊-1^-цг:Ф) = ,

дг 01 R Ох”

где обозначения общепринятые [1].
Начальное осесимметричное моментное состояние описывается 

системой уравнения

^^14. А^ = 0 (1,2).
£Л Ох1 R 0х։

,л^4_2гол^ ,
Ժ/2 1 ծւ дх* R Ох2

Обозначив вариации функций XV и Ф через 11'\ и Фх и принимая 
,^ = 4 Ф — 4՜ Фр приходим к следующим уравнениям устой
чивости [3]:

£Л R Ох- <)х‘ Оу"

м + 2,,л Ջ+ />д։1Г1
Ժէճ д/ R Ох2

^Фр_ Ժ2Ա7ւ _ д՜ ժ՜Փւ _ 0 
дх՜ дуг ох- ду-
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Последние следует рассматривать при однородных граничных услови
ях, соответствующих типу закрепления торнов оболочки.

При отсутствии продольных усилий систему (1.2) можно перепи
сать н виде

оС‘ д1 ?/։ <>х*
(1.4)

Решение ՛ ия (1;4) представляется в виде
Н7о “ ?1 (•*) со։ 5/ — р. (х) 51п 1/ (1.5)

то есть учитываются только члены, не затухающие во времени. Зна
чения коэффициентов ?/(х) всегда могут быть найдены из (1.4) в за
висимости от нагрузки,

Найденное решение с, <х) представляется н виде ряда по ко
синусам [3—4]

• Дл) =2 *4*со5*ах; /.* —
*»« I

Решение системы (1.3) ищется в виде (3—4|

ое
И?, У а„(ф!п /тх

м=1

х
Ф։ - С$5ОД? У 1„х = —

т-1 R

(1.7)

Подставляя (1.6) и (1.7) в систему (1.3), исключая и прене
брегая нелинейными членами, получим для любого ш следующее урав
нение [3]:

£^+ 2е£—+(2։-51։о։0, . 0 (1.8)

(11՜ (1(

где п число волк в окружном направлении

А = (а„ а։, а,......

1 0 0 .... । 1-։ 0 0

Е 0
0

1
0

0 ... 0
֊ ; - »

............... 1 . • ’ ’

'°а
0

0
<։|а

• • • • • • •

(1.9)

25$ - л!-1 5։ 1 - 5/и - 51.,
.4’ | ֊ 5;'., 25,1֊ 51 ։ ֊ 51 2

5$_։ ։ 5։-։ ֊5;.з 251 - ».)
(1.Ю)
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(1.11)

(1.12)

( j — т р; т -гр; р т) см 14]

2. Рассмотрим случай г 0, тогда уравнение (1.8) примет вид

Е-^4- + (в* +5։со։ООЛ = 0 (2.1)
dl~

Решение уравнения (1.3) для нечетных областей динамической неустой
чивости ищется в виде установившегося колебания с периодом 27’, [1].

ОО
Л(<)= s

к-1. 3,...

~՜ - kbt у l&t
Лк МП ----- — Ь К COS —7— (2.2)

где at и Ьк — некоторые векторы, не зависящие от времени. При 
подстановке (2.2) в уравнение (2.1) и приравнивании коэффициентов

. Mt kfJt х
при одинаковых sin и cos——, приходим к следующей системе мат* 

2 2
ричных уравнений:

(q։---- L$ = 0 (2.3)
\ 2 4 2 2 ’

-r-֊2֊5։ (a.֊, -f* ct‘2 ) = 0 6 = 3, 5, 7,...

+ J. s — )бх + J-s б=о
к 2 ’ 4 ) 1 2 1 ’

+±S^6t_2+ -Ьк^ ) = 0 6-3,5. 7,...

Условием существования нетривиальных решений системы линейных 
однородных уравнений является равенство нулю определителя, состав
ленного из коэффициентов этой системы. Уравнение критических час-
тот для нечетных к в матричной форме имеет вид

2=±-֊Л-
1-^Е 
4

i5՛
0

~5։
2 1

9
2:! —

4

1 
i՜5՜1 • • •

= 0 (2.4)

0 2 51
02 '^-Е

4
• • •
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Аналогично определяются четные области неустойчивости, ограничен
ные пероидическим решением с периодом Т. В этом случае решение 
системы (2.1) представляется в виде

/Ш) ֊ -i֊A0 У (a<-sin^~ 4- bk cos 1 (2.5)

2 х=и. .. • 2 2 7

Уравнения критических частот 8 этом случае имеют вид

2՛- — &Е

-1- у
2

0

-4б2£

J-5։
2

0

I5*

02 16С2£

-0 (2.6)

2- 5х 0 0

1
2

$1 2- - 62£ 0

0 н 2« - 4ггЕ

1

~ 
. O

J
1 = 0 (2.7)

0 0 — 5, 
2

2*-16û’£

Все полученные определители относятся к классу нормальных опре
делителей, что легко может быть доказано аналогично [1].

Приближенное выражение для границ главных областей неустой
чивости получается при приравнивании нулю определителя верхнего 
квазиэлемента матрицы

-֊■VE -, О 
4

(2-8)

или в развернутом виде

,2 1 Ô2 ֊-(^J 5 !> ֊ -֊- (*! 5>)

֊(-?։ •S}) ч֊4-с։±4^֊55>4 2

--=0 (2.9)

Раскрыв определитель, получаем уравнение, решение которого дает 
выражение для границ двух главных областей неустойчивости.

Значения критических G могут быть получены из уравнения (2.9) 
при применении метода последовательных приближений, так как вхо
дит и в выражение 5.
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Аналогичный подход к решению задачи сохраняется при опреде
лении четных областей неустойчивости.

Далее рассматривается задача определения критических частот 
в случае г«£0 (уравнение (1.8)).

Для определения границ нечетных областей динамической не
устойчивости получается следующее уравнение п матричной форме:

(2.Ю)

9

4
■а՜51 1 5.

2
±5 
2

3:А*&

ь

4 2 ’
— 5. <£&
2 *

1 -и

1* £

। с •• . с»
■Ч

б ! X
л;

0

3:£б

1

։о
 | •

-*

?5' '2-
4

а для четных областей уравнение

2’-4б’£

»

7 51 0

1

— 41£0

-1 л.
2 '

0 х=0(2.11)

2=—«»£

$

±5. 
2 '

-2з£9

л

-2-5 
2 '

?лЕЬ 1
2 1

1

25 7֊՝՝.

4'֊ЕГ) —- 5, 
2 *

0

1

2-֊40»£

Ти к же. как и в случае : = 0, определены приближенные значения
критических частот параметрического резонанса.

Уравнение критических частот для нечетных областей в матрич
ной форме имеет вил

1 6’ 1+ — Е Д-5,
2 4 2

иля к развернутой форме

(2.12)
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, о2
'°1 4

_£1

2

2

_£ 
2
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।
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֊1
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।

£ 4=

2 2

2

зО

еО

с
2

- +^։

С.,

2

0 (2.13)

а.

2

с

4

и>

°“
1 

« 
1՜ _

4 ' 2

с. ,
2

где
А, = Ц֊^.։
Д = 25'

С< = 5'_

— 5;. 2
_ с < (2.14)

то же для четных областей

2г б2£ — 5..
2 ”

2г Еб

5Ц О 2 £’ •ь; = 0 (2-15)

2а£0 ~ •$!2 ’
02 _ бг£

3. В качестве примера рассматривается круговая цилиндрическая 
оболочка с шарнирным опиранием у торцов.

Граничные условия для докритического состояния имеют вид:

а2117
Ц70- = 0 при л֊ = 0 и х = / (3.1)

()хг

Функции ?;(х) и осесимметричная локальная нагрузка </ - </псо5^ пред
ставляются в виде рядов

оэ
?/(х) У' (1/г.МП',Л՛ 

г-4

со

д0 — У а'՝ $1п'.гх
,-1

где
а^,г

а1Г ■ —------
рЛ

+(4֊^)] 4-4^

(3.2)

(3 3)

(3.4)
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(3.5)

Ниже приведены коэффициенты разложения <? в ряд но синусам для 
различных случаев осесимметричных нагрузок:

а) кольцевая обжимающая нагрузка

б) нормальная к поверхности нагрузкй, распределенная по части 
длины ’оболочки

а', — —— (cos / , а — cos/г 6) (3.7)гт.

Коэффициенты разложения функций ?/(л-) (1.6) и ряд по косинусам 
имеют вид

1 °° аЬ-Ч-'. —y^L2!_(l ( 1)') (3.81
ГТ.

^ = —У.1Г* 4- 1-(-1Г* \
^■՝ г-1 т. г 4- k г — к ' г ф к

Ниже приведен числовой пример. Рассмотрена круговая оболочка, име
ющая следующие параметры: (R - 1; 0.3: Л? к 100. Наименьшее зна
чение парциальной частоты достигается при р 1. п 7 и равняется
К. б
0.06. Приведенные в табл. 1, 2 и 3 значения б вычислены при

п = 7. В табл. 1 приведены значения критических 9 при кольцевой 
обжимающей нагрузке, в табл. 2 — при нормальной к поверхности на
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грузке, распределенной по всей длине оболочки, в табл. 3 - при 

мальвой нагрузке, распределенной от х ֊ 0 до х —

Таблица 1՛

/7?

г=0
1-10՜4 ЗЮ՜*

1
0, 0.470. 6, 0.485 0.456. '/։ 0.500

_ _ _
•;3 1.082,0, 1.213 '>3 1.001. »։, 1.224

0.3
9,-1.022. «19 1.645 6, 0.972. 03 1.983

03 3.330. 0, 3.363 % 3.030. 0, 3.371

Таблица 2
г 0

ИР 1.5-10՜* 3-10 5

7, 0.391. 7, 0.547 6, 0.283, 73 0.593

% 1.020. 0՝, 1.108 1/, 1.012. 5, 1.224

и։ 0.785. '~2 0.976 7։ 0.648, *6-0.909
0.3

7, 3.007. 7, 3.032 '/3 2.847. 0,-2.9мб

Тбб.‘.ици 3

«б.'£
R R

= 0 а-0 А ֊ 1/3
1.5-10 “5 3-10՜5

7, 0.3625. 9,^0.584 й 0.216. '7։ 0.685
1

73 0.982. 74=1.1О9 £ 0.986, 7,= 0.991

7, 1.568. 72 1.573 '7, 1.532, '7- 1.545
0.3

'7 3.330. 7, 3.351 73 3.025, <7^3.361

Первые две величины О определяют область главного параметри
ческого резонанса. Последив-֊ — побочную область резонансных ко
лебаний.

Таблица 4
1

'Р из ур-ия (2.9) ог ։<՛_> раб. [4]

9-0.6-10 5
7֊ 0.15. "4 0,311 <4 0.17, 0.33

;4-։.О4, V 1.18 7֊ 0.91. “^-1.10

В табл. 4 приведено сравнение результатов для оболочки, нагру
женной нормальной нагрузкой, распределенной по всей длине оболоч- 



О динамической устойчивости Ш1.т։|цдрн*н՝скои оболочки 57

хи, полученных при данной постановке задачи и в предположении без- 
моментного докритического состояния [ 3]:

Как видно из табл. 4, приведенные решения несколько отличают
ся (4-7%).

Вычисления, приведенные в данной работе, осуществлены в Вы
числительном центре Института физики АН Арм. ССР.

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступило 13 111 1474

Դ. I՛. ԱՎ1ԼՆ1ւ11||Վ11.

ԱՌԱՆՑՔԱ11ՒՄԵՏ1'Ւհ ՏԵՂԱԿԱՆ ՍԵՌԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ 
Դ1.ԱՆԱՅՒՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ ո I մ

Դիտարկվում են փակ շրջանային ղյանա էին թաղանթի սյ ա րամ /< in ր tit կ ան 
տաւււանու մներր' նրա վր։" աոանցրաոիմետրիկ տեղական րեոի աղղեց ոtթչան 
ղեպրում։

թաղանթի մ ինշկրիւոիկսէկան վիհս/կր րնղունված Լ մոմենտային հ աոանչյ- 
րաոիմետրիկէ Լայնական իներցիոն ումերր Հաշվի աււնեչոէ և մինշկրիսւի կա • 
կան վիճակր Աք Աւրամե տրերր ֆարշեի շարրի վերածելու դեպրում իւնղիրր րե- 
րամ Լ Հայտնի մատրիցային հավասարման։

ON DYNAMIC STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL UNDER 
AXISYMMETRIC LOCAL LOAD

G. I. AVANESOVA

S u m in a г у

Parametric oscillations of a closed circular cylindrical shell under 
axisymmetric local loads are examined.

Precritical condition of the shell is assumed to be instantaneous 
and axisymmetric. Taking into account transverse forces and expanding 
the parameters of precritical condition into the Fourier series, the prob
lem is reduced to a familiar matrix equation.
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