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.{. А. ВЕКОВИЩЕВА

ИЗГИБ ГОНКОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 
ПЛАСТИНКИ, ОПЕРТОЙ ПО ВСЕМУ КОНТУРУ

Рассмотрим краевую задачу об изгибе тонкой прямоугольной 
пьезоэлектрической пластинки, опертом (шарнирно закрепленной) по 
всему контуру. В работе |1| получено, что задача сводится к реше­
нию системы двух дифференциальных уравнений относительно двух 
неизвестных функций м’(х։, х;) прогиба срединной плоскости и 
Р(х1։ х2) распределения потенциала срединной поверхности

1 2 9— ч, 1^0 ---±Л2Г=0 (1)
4 и А Л

Здесь линейные операторы с частными производными

о4 Д* /Р
ц ~ в՝։ 57[ -4В։։ 7^77 -2 <в’= 2Ви)'ё^՜ +

4Я, --4-5- + й- “ГТ

//՛■՝ д* о3
“ а» Их; + (В'5 2в>11 1 В։։ 2В«) Лй *2)

г/ — д (*|, л/ - интенсивность распределенной нагрузки, действующей 
на пластинку нормально к ■•рединной плоскости в ее недеформирован- 
ном состоянии. Ь\у постоянны֊ коэффициенты, связанные с толщиной
А и ..материальными константами среды.

Краевая задача состоит в определении двух неизвестных функций 
и И, удовлетворяющих системе дифференциальных уравнении (1) и

следующим -раничит м условиям:

при х։ 0. .г, = а

а՛ ֊ У

(Л,..:-. 25,-,а. .) ^->5,1/, - 0
Л

5 .։Т4».։ ^и՝л. 4- 22>,1п,.-л - —- К 13 I = 0 13)
К
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при х = 0, х — А

тс = О

Я ^22֊ ֊ !/<;<- А99 = О

А’։_,п'п — Д. :е2, 22?, а'г,
9
“ (АД. - Я.5К) о 
п

4)

Функции с< штрихам;։ обозначают производные по аргументам, ука­
зываемым нижними индексами.

Для решения задачи применим метод малого параметра, извест­
ный в литературе и нашедший широкое распространение в работах 
В. С. Саркисяна |2] . Для »того перепишем систему (1 • в виде

Д|«՛] Ма[«'. и = «?. АДИ + 'Л/М«', И = о (5)

вводя новые обозначения для операторов

А՜- А.֊’ ֊2<^
(,>х\пх! ах)2*9

4А։ "*«•’ 4А, 1 2 п о4 Г
р ах'^х и ах{дх}, 4- /։р ՛* ах^

(Аэ 2АЛ1)
дх&х.

г/!И 
<1х.0х\ (6)(*-.« 2 А?

(А.։ 4- 2 АД
о’а.» и даы 

ах^ах:. - ах:\

Такое введение малого параметра в основные уравнения и гра­
ничные условия содержит в себе дра физических предположения:

1) в матрице равновесных свойств коэффициенты, стоящие на глав­
ной диагонали, больше, чем соответствующие недиагоналпные значения 
упругих и диэлектритических коэффициентов.

2) основные процессы и пьезокристалле больше, чем процессы взаи­
модействия полей. Иными слонами, при действии на пьезокристалл за­
данных деформаций возникаю цие механические усилия больше, чем уси­
лия, вызываемые электрическим солем, происходящим от заданных 
деформаций. И обратно, при действии электрического поля возникаю­
щая поляризация больше, чем поляризация, вызываемая деформацией, 
определяемой электрическим полем.
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Отметим. что второе предположение не говорит о слабой элек­
тромеханической связи. Такое соотношение будет иметь место к любых, 
в том числе и сильных, пьезоэлектриках.

Будем искать решение системы (5) в виде рядов по степеням 
малого параметра и

ш «'о+ У п-'ш1’՜ 4՜ 2 ^.пр՞1 (7)
41 — I . 1։ — ։

Подставляя (7) в ^5) и приравнивая выражения при одинаковых сте­
пенях р, получим

А1«’о)в<?о. 4 [«'■>.]=</„, 
(/и֊ 1.2,..., ) (8)

А1Ц>Ь0, ддк.нсл.

вводя обозначения для правых частей

х.) —/-/(л,, Л';)

7,„ (*։• *■•.՛> ~ ~ А «%-։ • 14-1 1
(т 1. 2.... ) (9)

О»; ( Л" 11 X п) — -■‘11 [ *1' л, I . 1' лч 1 ।

Преобразуем граничные условия. Для этого запишем их в виде: 

При х1 — О, .с, = а •а՝...., - 0, тогда

ш О, <гк = :>/А. V'։ 1՝я. (10)

где обозначены

в֊ Ч" — ^^,-в^.;) ап

& = — «’в! - «’и) (12)
£ 2 #44 X А’.1 Р *1 /

при д-2 = 0, л։ = Ь и՛и = 0, тогяа

ш — 0; «’уз՜՜ !1^м ^2 (13)

где обозначены

в, = -^֊ (Д.< V-; :■ в:> V.,) сю
р/>сз р/гол։

К , 2/?43 . 2/?г. . X
- — —— I —— И, 4------- ш22--------- ш12 1 (15)

՝ ч/1 р р /

Принимая по внимание (7) и выполняя ряд преобразований, получим 
окончательно граничные условия
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Яря X, 0, Xj == а

w„, --0 (/и = 0, 1, 2.... .՛֊)

0, (w„,)h = Д [îl’irj—1 , и PL-1 ]
(m - I. 2,... ) 116)

(^oil О, (Кл)| = В.։ |ww 1.

при Л՝ц О. X., — 6

tt’,„=0 (zn — О, 1, 2,... эс)

(и-,);, о, ....... и„.,1 |т ։ 2........ ( (17)

(Иоь-о. (К„).> = /?,!æ„, i. к.. J

сводится к решению рекуррент-Итак, решение поставленной задачи
ных систем дифференциальных уравнений (8), удовлетворяющих гра-
ничным условиям (16) и (17).

Для нахождения перного приближения (/п 0) нужно решить
две краевые задачи

I. .4,1

1-ри X, 0. х.

при х.. 0. X-,

1L лдк,

при х. = 0,

при 0.

а\,1 = q (18)

и Wf, - 0, (wj)n 0

6 — 0, («՛ i.-? 0

| = o (19)

Xj = ։r ( r0)i - 0

X. = 6 (14)2-0

Решение задачи I ищем в виде

<хг <х>
:<■<, V У sln^b (20)

'JR «•“■/! ° b

удовлетворяющем всем граничных» условиям. Для определения коэф­
фициентов Дл.. разложим функцию г/(хр л\>) в двойной ряд Фурье

q (хр х»)
ОЛ X-
чп ч? . Р~х\ > 4 ilpq sin - ------
~ ~ “

. (ГХ2 sin - ------ (21)

где

. . P~xi . (Г՝хг , > X..) Sin -------- sin ---- — (/.vp/.x .
а 6

(22)

Подставляя (20) и (21) в (18) и сравнивая коэффициенты, нахо­
дим Дг>(?

(23)
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To։ да для «•., (,vv xJ будем иметь

U...IX,, Л-I V V sin sin (2-1)
'• « 6

Задача !1 представляет собой однородное уравнение (уравнение 
Лапласа) с однородными граничными условиями для производных. 
Такая задача имеет решение

iZiJxP х;) 0 (25)

Приступим к построению второго приближения {т -֊ 1). Из (8) 
с учетом (6) и (24) следует

-4։[w։] = <;>[«•<>, Ио], A(K։] = &(ur0, 1/J (26)

где

а. — обозначение постоянной, введенное в (23). Из (0) с учетом 

(24) будем иметь граничные условия для функций «՛. и И,

при X; = О

»’1 — О, (UI, )51 ֊ }\ (х?), ( И։)'| /’ (х.)

при л-։ а *

•‘Ч °։ Ын /о‘хг)’ ( I, = А'2(х Л

При х2 = 0

7Г։ 0, <U-’j);,n “ ;-| (-<]), ( 1/'1 )м Ф: (Х։ )

при хс — />

w։ 0. (U’i)j2 - SjCq). (Н)2 Ф2(х,)

Обоз и ач и м 11 ре д ва р и тел ь н о

2 / 1
с

Р~х\ в .p'l ‘-•os--------= сл:;
о

4r՝xz
~г" “= h
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Тогда можно записать

”11 /• Ч
/" '։i< V X’ _i2i

% - ----«41 Л ч

/;W֊toc«l II'1, 
"1'. !' <<

F. (х?) = ЛА’С\’У c ֊. n՛ (27) 
z?։1 T7

֊֊Jx.i •>1 (Xj) W r.i:D---- w•O-.r. /• '1
..(х։) 2^։5’ус.|( |р

ви 7t ФДхД - ZjZ>v,։ \՝v , , .
Bs t- ■

Для решения этих задач применим метод сведения неодпород- 
!:՛•!> задач к однородным. Для этого с Формулируем и решим ч- тире 
вспомогательные задачи

llh ֊1 q:lwi)։ KJ (•2ft)

к ри

ПИ

при

IV а

яри

Ай у</11 «ч. N

X, - 0 H'j 0, /ibV-J

x. - a a’i — 0. (a’l)։։ ֊ / ’-vj

x? = 0 7.։ = 0. (w-jb = 0

x: b u>j 0. («4)22 0

Xj = 0 u'։ = 0. 0

Xj « «’։ 0, 1 = 0

X. 0 «*1 0, («'։1з2

A\. — A Ш; 0. 1 tnjzj = *a(-v,)

J_
9

<ZI-.

л-։ = о ։ и։>; = /-,1л-.)

х. — и ( Й31 = /•’. IX..)

ха о (7։)2 = о

лс h (Т\)2 0

(29)

130։
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I Vo А1И)-—Sib'o. И,] (3D

(I ри
A'r 0 ( K)| - 0

X; a (Pjh О

x- 0 ( V'j)j ‘1՛. (Vj)

Х; b (1/)а._Ф..(х։)

Решение задачи IHa ищ.ем л таком виде, чтобы удовлетвори гь 
ОДНОРОДНЫМ условиям

ОС
«•։ У Х„ (xj sin Ц Х; (32)

6

Предстлним примут часть уравнения (28) в виде тригонометрического 
ряда

‘ Г 1/1 К’ / \ • т?-л (33)9 *?|[а'б. К] \ gjx,) Sin , - 

где
со

VjxJ S' Ьcos P X| 
“t «

6։i [I_( iy. 

~i “ fl՜ Г

Подставляя (32) и 133՝ в (28) и сравнивая коэффициенты, получим 
для X... (х,) обыкновенное неоднородное дифференциальное уравнение

х '՝ f"; )'х„ А (7 1՛ X,. ֊ -4-՝ ’ ՝■՛'
\ О / /51։ \ Ь Оц

Общее решение уравнения (34՝ сЪетоит из суммы

X. X՝:. х:

где
__

X У M;in cos ^А՜1 
,“| «

V _ _____________ - — °:՛" ------------------------------
/ Л / ^1^)2 Л у’ / п у Я-../ п J

\ и ' \ 6 / />’։1 \ А ■

(34)

(35)

(36)

является частным решением неоднородного ди:|нреренциалы։ого уран- 
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нения (341, й Хг, общим решением соответстиующего однородного 
уравнения. Характеристическое уравнение

(. / л՜ V ,г Л (— ) = 0 (37)
Яи А ' В„՝ Л /

• \ я= п~ -может иметь четыре корня одного из типов: !) — ч. —$..5։ О,
А Ь

О вещественные разные. 2) - л (х^>01 вещественные раины«?. 
31 ч • /7 ($2>0. ( 0) комплексные. В дальнейшем будем рассма­
тривать только первый тип, так как случаи 21 и 3) можно получить 
и՛.։ 1) путем Пр'-лельииго перемда или отделения исщн-стисингн։ и мни­
мой частей

Д’,; = /1„ С|1Г1-х, х, В.. — 5,д, - (' сЬ - />. чЬП-%..с| (38)
п Ь Ь ՝ ' 6

I I одета илям (361 и (38) в (32), находим

;е, (л-р х..) X' ( Д„ е|| — В. *1։ ' >.д-։ С сЬ '' 5 х, -
- » ' А А А

- /Л, 51։ $.х, X՝ Л/,., со5 ) мп (36)
*7։ й ■ Ь

Для определения постоянных интегрирования представим функции 
/, (х..1 и /2(х ), заданные выражениями (27), ?. виде

<» .... ж
/։(Л*.)- X- /։_ $|Г1 ;.(г.) = х՜ /,<я я!п -^֊^֊ (40)

-Т: ь ' А

I Де

\՝ XV'
*77 г֊п'

И֊| Ж 1

4/3;,п а ,рд ( — 11

77
Удовлетворяя условиям ладами (28), :остлним систему ։етыре.ч урин- 
нений для определения четырех постоянных интегрирования

о=д. с\ л;со)

(• - /1., сЬ —֊ ч.« Л'..$Ь — 5,о С\ сЬ — 5,а -г 7Л 51։ — 5,« А7 (а)
л ' Ь Ь ՝ />

/. ("") й.44с.й) [х;<о>| (41)
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֊ 0.118 I J|։
4: h

(0.118 0.33'' re., i 1(T

('Г ( Л.՝։ h" -а - />„si sh — s.a eh ~ sn т 
'6 b Л n

7)֊<?sh ~ < a | ֊ [A, (a)]

M< ТОДИК,'. [Х'ПИ'НИИ «Д.Г 1, 30). '31 , ։ Т.1КЖС СОПТМ TCtHytoiHUX 
.»'.•I 1|>՛ .|.vl • И I՜՛ >՝.<•• НМСОКИХ приближения ЯИК.1КЦ* принципии Al-
llhl отличий си изложенной ИЫШГ • •• 1!М<Ч г.

Рл <-MOTpll.M конкретный ПрИМгр 11рЯМ<)\ I ОД!.НОЙ ЦЛ.НТ11Ш.И < p l.o 
мерами о b. вырез иной и.» кри. т. \л.» Лиц.;.։л.ил калин [3|. Исч« 
ши; система (’) имеет вид

(0.1505 ;г[У, 0.452 w!v. 0.12S ) 10«

0.339 C'W- Шп -4?.1

' (4.08 1<: >Л»8 i'rp I)
h 

г граничным»! усдоимими согласно |3» и (4)

при 
.с, 0. х, а и’ - 0

(0.1505w,. 0 0745wJ !0” > 2 0.118 Г: 10* - 0
Л

9
(0.118;г. 0.585u’?J 10՜ - — 4.08 И։ 0 131

h

при
л\ - 0. л\. = b "1՝ ~ Q

-I.OO745U-.J 0.128 :г, |-10к 2 0.585 К, • 10* - 0
Л

֊ и.24г, -и՛;,- W' - — 5.98 i ■_• - 0 |44>
h

BiXvr v i?.bi! параметр, получим системы рекуррентных дшрфере! - 
цияльных ураинепи.

0.1505 0.452(u»n)n?2 0.128(и*,.,)к-я — у..

4.08 I К. )։ 5.98 ( )и = (?.„ (45)
։ де

ч 10 |(».11«<1\ !ht> 0.339։ t)ml

(ш 1.2.... ) (4.6)

|0.l 1S( «•- i )ni -r 0.339 («% । )»2j՛
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и граничные условия при х. — 0, х, — а

«•„.-О; («-„),, —• 10'414,-,),; (14,),-------- — 10’( «•„ , )и
•л п* «

при х., — 0. л2 = Ь

0; (ю„,)й-—-10 5( 14,-,),; ( Г.Ь - — 10» («-.., )и
'Л }*

Следуя изложенной выше методике, ограничиваясь первыми тремя 
приближениями, получим решение

/>.... 'сЬ 1.76 — 
а

£мЫ.76^ ч (71., сЬО.67^- - 
а а

НыЪ 0.67
а

язп— 
а

Л1ясЬ 0.826 + Вы яЬ 0.826—А՜^ + 
а

(?*....Т) Л“Х1 I
СОЯ---------  I

о )
(47)

Если рассмотреть г. полученных рядах первые приближения, то про­
гиб центра пластинки имеет значения для пластинки с размерами 
а - 1 см, Ь = 1 с.п. Л 0.1 см

«• 23.5 </01(Г 5 (см)

для пластинки с размерами а — 2 см, Ь 1 см, /։ - 0.1 см

«• — 28.15 <у0- 10 (с.п)

В заключение сделаем важное замечание об оценке величины ма­
лого параметра Сравнивать операторы с помошыо сравнения их 
коэффициентов не представляется возможным, так как эти коэффи­
циенты имеют разную размерность.

Характеристический определитель исходной системы (42)

0.128л1» —0.452/2 0.1505 — (0.339<■ 0.118)

'' (0.339)2 0.118) 5.98л2 -4.08 
- 0 (48)

5 Изеест-ин ,\Н Армчнекой <՝СР, М«-хяник.л, № п
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имеет корни

Чз = /1.77; /з,4 — /0.827; м./0.615 (49)

Характеристические уравнения приближенных уравнений

0.128/1 г 0.452/- | 0.1505 — 0; 5.98/" 4-4.08 0 (50}

имеют корни

/,։ , = । /1.755; /-з, 4 = ±/0.67; <з.г. - ±/0.59 (51)

Сравнение корней (49) и (51 '< позволяет считать, что приближенная 
совокупность дифференциальных уравнений действительно мало отли­
чается от исходной системы. Таким образом, подтверждается право­
мерность введения малого параметра [*. Оценка малого параметра у-, 
величина которого лежит в пределах

0.0085-^11* 0.19

получается из относительной погрешности в значениях корне;։ 151) 
по сравнению с (49).

1՛ II. ■1.1.։|11'1.1'>*!>ичн.

b.v.i'iVHFft’i. ։i.j»us 21։Ъ«1.11.1Г П 1'4.9. U.i.b:J II I'bll.Ub'l. •nShP.HI.I.bhSlMUiU.li
IUJ.PIIJi 1111.1.1՛ OIMH'IIT

В. il ։|i n ф и । ՛•'

Фнрр u/llljtmiiArnpjlj (nib>}liilf I, ltl/ршip} luqutlli
. .,/jLtyuipu.tyui'h puipuity t)nifiult <tL p in f lip jut [ /иЪц/ip; Spi/uitf h'ti

'iitlli'h ‘tpliii Uity h i/tnpp ii{/iiptu:fLuip(i il fit} hi fl nuh ifljiii'itu utility lull pt

fHE BENDING OE A THIN RECTANGULAR PIEZOELECTRIC 
PLATE SUPPORTED THROOGHOUT ITS BOI NDARIES

I. A VEKOV1SHCHEVA

S u in m ary

Small parameter technique solves the boundary problem of bending 
u -iiin piezoelectric alate suppor-.ed throughout its boundarie֊-.''■■umericn 
examples are presented.
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