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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ АСИММЕТРИЧЕСКОЙ МАГНИТНОЙ 
ГИДРОДИНАМИКИ

Изучаются основные уравнения асимметрической магнитной гид
родинамики: строятся уравнения движения сплошной электропроводя
щем жидкости с большой или бесконечной электропроводностью. При 
этом учитывается наличие в жидкости моментных напряжений, несим
метричность тензора напряжения я инерция частиц жидкости при 
вращении. Рассматривается общий случай равномерного течения в 
трубе. Приводится решение задачи плоскопараллельного установив
шегося ламинарного течения несжимаемой жидкости с постоянной вяз
костью и постоянной электропроводностью между двумя прямыми 
параллельными изолированными стенками в однородном поперечном 
магнитном поле.

ч? I. Уравнения асимметрической магнитной гидродинамики

Рассмотрим материальный изотропный электропроводящий кон
тинуум в магнитном иоде, для которого основные законы механики 
с у .етом электромагнитных сил и интегральной форм։.-имеют вид [1,2]
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Здесь £/!...)(?' -полиад произнчднля по времен;։, массовая 
плотность, г радиус-вектор точки континуума. Г пространствен
ный градиент, ՛<.։ с/г с// вектор скорости точки. <9 вектор, ха
рактеризующий среднюю угловую скорость ■ оаще-ния частиц, и 4 ко-
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торых состоит точка континуума, (/ вектор теплового потока, и 
внутренняя удельная энергия, /—среднее значение момента инерции 
единицы массы в точке структурного континуума [1, 3], Л приток 
энергии к единице объема со стороны электромагнитного поля. Соот
ношения (1.11 имеют место для материального континуума, если пред
положить, что в каждой точке произвольного материального объема V 
приложен вектор внешней массовой силы /, внешняя объемная сила 
воздействия электромагнитного поля с плотностью /,м, вектор внеш
него массового момента с, в каждой точке поверхности 5 объема Г 
приложен вектор силового напряжения Л, и вектор моментного напря
жения т„. Уравнение изменения’^энергии (1.1' написано в предположе
нии, что вектор моментного напряжения Ш, и вектор с производят 
работу только па перемещениях внутреннего вращени е 1.4].

Плотность электромагнитной силы равна [2]

Лм = рЛ+/> # 0-2)

где 1. — вектор напряженности электрического поля, /> вектор маг
нитной индукции, — плотность заряда, у —плотность тока.

Приток энергии за счет внешнего электромагнитного коля 
будет [2]

/=/•£ (1.3)

Воспользуемся соотношениями, связывающими диаду силовых 
напряжений т и диаду моментных напряжений ч соответственно с век
тором силовых напряжений Л, и вектором моментных напряжений 
т„ [5]

1„ п тп /! \к (1.4)

Здесь и — внешняя нормаль к поверхности
Принимая во внимание известные формулы дкадного исчисления 

[6, 7] и (1.4), из (1.11 получим

4 -Г 0.

, I I

:(- ./)•<»> - »1: гм /.„-г՛ (1.5)

Здесь операция ( ) означает, что левые множители диад пере
множаются -юкторно. а правые скалярно, операция ( : 1 показывает, 
что левые и правые множители диад перемножаются скалярно |6], 
/ —единичная пространственная диада.

Всюду в дальнейшем будем считать среду двухнарамстрическок, 
то есть считать, что все гермодинамические величины (например, тем
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пература 'Г и внутренняя энергия м) и вообще все величины, харак
теризующие среду при термодинамическом равновесии, являются 
функциями двух параметров: плотности и давления.

Отметим, что в то время, как первое и второе уравнения систе
мы (1.5) хорошо известны из классической теории магпитной гидро
динамики, последние два уравнения этой системы являются новыми. 
Эти уравнения приводятся к классическим результатам

---- -- *

&•—= г Ч- (1.6)
аг

если
•1 ֊ с = ։՛> - О

Разделим диаду силовых напряжений т на симметричную ~1{ и 
антисимметричную ““ части

" = т**

Антисимметричной частью т является [6]

М=- ֊-/ (X /) 
£

Следовательно, из (1.5) получаем, что

... (1.7)

Из (1.7) следует, что несимметричность диады напряжений т 
Обусловлена наличием моментных напряжений, массовыми моментами, 
а также внутренним вращением частиц.

] ’ри ] 0 несимметричность диады напряжении обусловлена на
личием моментных напряжений и массовыми моментами [6].

Отсюда и происходит название теории — теория асимметрической 
:идродинамики (в частности, асимметрической магнитной гидродина
мики). В классический теории »1 с 0, поэтому диада напряжений “ 
симметрична.

Таким образом., асимметрическая гидродинамика (магнитная) от
личается от обычкой классической гидродинамики (магнитной) уточ
нением напряженного состояния, которое характеризуется асимметри
ческой диадой силовых напряжений " и моментных напряжений ;л.

Представим диады у у, уы, ч в форме

«и = р1֊/ и1 -г «г', г-и =-֊-^ "^'7 ч (у1’) " ( уг’I'

Здесь индексом с обозначена сопряженная диода.
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1?(0 - — 7-0>/
•Р

(ум)1 - (у<0)''

Тя:Л ։‘о = -֊-'Л:/ (1-8)

Здесь р -равновесное давление, и рр соответственно 1/3 
следа диады ~ и »1, индексом о отмечены антисимметричные диады с 
нулевым следом, индексом <7 симметричные диады с нулевым следом.

Воспользуемся следующими линейными связями |7]:

■•э = 7.л7-г’. Р" '..-(у V —2«)

- 2/,( уи)а. «о соую

Р-" ■ - ?1 X Г 7' 2с„ (ум) . и= 2с,.՛ (V <•))■'

({ - - ху Т ֊■ X <•> (1.9)

Заметим, что при выводах были произведены замены диады 

на эквивалентный ей псевдовектор Р = " 1 ” диады (уи)" на

псевдолектор “"Г 'г* [7|.

Феноменологические коэффициенты в этих уравнениях суть тепло
проводность 7, объемная вязкость динамическая ньютоновская вяз
кость динамическая вращательная вязкость , динамические мо
ментные вязкости с., с<г с'_.

Величины ֊.у, с։., г,, положительные скаляры, харак
теризующие изотропные свойства среды [3, 7].

Из (1.9) видно, что несимметричность диады моментных напря
жений обуслонлепа как несимметричностью диады у։о, так и градиен
том температуры. Наличие у Xг” приводит к возникновению тепло
вого потока.

Используя 11.2). (1.8) и (1.9), Аз (1.5) находим, что

1՛ т֊ = -ГЛ V (xi.iV *0 2г|'. (У^)"1 4՜ 
а!

-г? Г'.. (2<’> V «')]—?/4 4-7 Р

?./֊ у<с ?•«)-2у-|^(г<’>)՜'] - 24г(уХ® 2ю> 
(II

4 2у[с„ (у<о)"] У-(3/ у Г) (1.10)

Электрические величины, фигурирующие в уравнении (1.10), как 
известно, зависят от распределения в пространстве электромагнит
ного поля, которое удовлетворяет системе уравнений Максвелла.
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Уравнения Максвелла в дифференциальной форме записываются в 
ни де (2. 8|

V // = J

v# = o (i.ii)

Здесь Н—вектор напряженности магнитного поля. Можно при
нять, что относительные диэлектрическая проницаемост։, и магнитная 
проницаемость близки к единице ;■ ц - 1 и что электрическая про
водимость жидкости J постоянна и изотропна.

Вектор магнитной индукции В определяется соотношением

fi ?fH (1.12)

где |if — магнитная постоянная.
Обычно можно полагать, что для изотропного вещества вели

чина рг является постоянной.
В качестве уравнения, связывающего плотность тока с другими 

параметрами и замыкающего вместе с (1.12) систему уравнений элек
тродинамики, воспользуемся обобщенным законом Ома (без учета 
эффекта Холла) для движущихся сред в форме [2. 8]

; = =[£ -^хд) (1.13)

Кроме того, надо иметь ч виду закон сохранения заряда

VJ = 0 (1.14)

что легко получить из уравнения Максвелла (1.11) в рассматривае
мом приближении.

В задачах магнитной гидродинамики, ббь) нб пренебрегают 
ректами, связанными с влиянием электрической илы на тече
ние |2|.

Для несжимаемой .жидкости уравн< пня движения зеиыметриче- 
скОй магнитной гидродияа -.и.к и. запишутся в сл.елун ще.м виде:

Г-'14 О

— -2>r (v^)' — X |2°> - vXt) — J а
'jt :• ՛՛ р

J — 2v, (V х 2”») + с1։? (y w) Г 2e,zv ■ (?<•»)' I 2с.,V ■ (?<-) Г (1.15) 
di

Здесь ՝>— кинематическая ньютоновская вязкость, •/, кинемати
ческая вращательная вязкость, с0, с.., с„ коэффициенты моментной 
вязкости.
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§ 2. Уравнение равномерного установившегося движения в трубе

Рассмотрим общий случай равномерного течения г трубе.
Приведем уравнения (1.11), (1.13), (1.15) к 6՛ ^размерному виду. 

В качестве характерной длины возьмем L. характерной скорости lz„ 
и угловой скорости а .’.ля индукции магнитного иол.՝։ /У,,.
Тогда для плотности алектрического тока, исходя и:» (1.11), с учетом 
(1.121, получаем характерную величину В,, и/-. Характерную челн чину 
напряженности электрического поля при отсутствии внешних источ
ников тока получим из (1.13) в виде К. %. В качестве масштаб «и вре
мени и давления примем гооп нетстнсин«» L ’ и pl

Уравнения (1.11), (1.13), (1.15) с учетом (1.12) в безразмерном 
виде запишутся так* :

OV--- 1 ( Ü • Ç ) 
(Л

2 . 1
vp -гМт'-т-г |2’« v €•] -р A/:(j 

fy К 9
//)

(2.Н

<1м ?.Eh
<т V — 2w) ; -֊-ç(V’W) V W<’»)'/ “■V (Vw)" (2.2)

<!t R, 

Г V =

Здесь

/?о Rj А’.,

0, г// 0. ?У£= ֊. v B--j
01

j ֊ /е. .£ ■ v в

R-^^. R, = -^-. Д/=— 
м kj j»<:.

е֊ = — . /г,- 
J сс CJ

<2.3)

JJ /г. = r,= -.^vtL =
с- % ’и

(2.4)

где </{ коэц-риииент магнитной вязкости (диффузии).
• г

Из уравнений (2.3) легко получить уравнение индукции

----- у (г /Л — гВ
<н R.

(2.5)

Выражение для безразмерной лоренцоной силы, ՝ учетом (2.3). 
можно записать так:

А1:и /?) =/1/։ г В) В (2.6)

Обо 1илч<1|1>111 для Си*1рп«мгрпыч нелнчпм спхрамим тс <г, •։?<✓ и дли ри, 
мерных.
' Клио, И» ЛИ Арминсхпй <’( Р. М,-»пинги, V •
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Отсюда следует, что порядок величины лоренцовой силы оценивается 
/3*’ /.

произведением Л/2-Л*,-, а это равно числу Стюарта .'V -у-Д- •
? М>

В стационарных задачах уравнение (2.3) позволяет ввести ска
лярный электрический потенциал ? равенством

/: - V?

Потенциал электрического поля ? можно получить из (2.3), 
если учесть условие сохранения заряда (1.141. Тогда

72? = г|г՛ Я] (2.7)

Будем предполагать трубу бесконечно длинной, а поток на
правленным вдоль оси трубы, так что из трех компонент скорости 
(н, р, :о) остается лишь одна к, а остальные два равны нулю.

Если учесть одномерность течения и равенство (2.6), то уравне
ния движения (2.1) и (2.21 и уравнение для потенциала (2.7) в рас
сматриваемой задаче принимают следующий вид:

Ор _ / 1 1 ■. „ 2 /<>■■՝՝. О“՝,; ,
о.г А' л՝г К- \ Оу Ос '

-гХ'Ь.. ?3--Ь. -^-и[Ь\ 1г. 
I 0֊ Оу

-р- .V Ь։ "՛ 1>. — Т «4,4..
ду ()х дг

- Л 4,— 4,, — иЬ։!>, 1
иг оу ох |

2 ] 0 / бЙОдг &уЛ 2 / <>*՝
К. \ Ог К^ду\ Оу <>г / /<, \ о

1 л'Аи. . 1 / ; (/-IV- \
2 оудг ! R,, \ дг~ (>удг )

2.(2!' ՝>. )
КГ \ Оу ' А?б Ог \ Оу //

2 / 1 1 ч О- • . , • 1 ։ г
К։ \ 2 оу: 2 0уог ог: ) К,. \ ду՜-

ОиЬ.,. Рид ֊.
02 Оу

(2.8)

>. 1 г)0՛՛^
Г 2 02-

= 0

֊)
^)=о (2.9)

дуо2 /

(2.10)

Из (2.31 получаем, что
оЬ, ОЬ;1 = д ог
Оу Ог Ох

= И,( — иЬ.
0* ՝ Оу
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-= А?т ({/- - иЬ„ । <2.11)
<)у \Ох / 

и
^Л = Ь (2.12)

Как следует из (2.3), величина к3 — равна составляющей плот
ах 

пости электрического тока по направлению оси д', то сеть

Она нс зависг.1 от движения. Следовательно, у, плотность тока, 
подводимого извне и должна быть задана. Отсюда вытекает, что 6,. и 
6. определяются из первого уравнения (2.11) и (2.12) и граничных 
условии задачи независимо от движения. Зависящий от движения 
Компонент индукции магнитного поля 6Л может быть найден из (2.11) 
после определения поля скоростей. Поле скоростей и потенциалов 
может быть найдено из (2.8), (2.9), (2.10) независимо от .магнитного 
числа Рейнольдса /?э.

£ 3. Равномерное плоскопараллельное течение 
в поперечном магнитном поле

Отыскание точных решений уравнений асимметрической магнит
ной гидродинамики наталкивается в общем случае на непреодолимые 
математические трудности. Тем не менее ь некоторых частных слу
чаях все же можно найти точные решения уравнений асимметрической 
магнитной гидродинамики.

Особенно простой класс точных решений представляют так на
зываемые слоистые течения, для которых характерно, что как ско
рости точек, так и средняя скорость вращения частиц имеют лишь 
одн у с о с т а вл я ю щ у ю.

В качестве простого примера применения изложенных выше по
ложений рассмотрим плоскопараллельное установившееся ламинарное 
течение несжимаемой жидкости с постоянной вязкостью и постоянной 
электропроводностью между двумя прямыми параллельными изолиро
ванными стенками в однородно-поперечном магнитном поле.

Пусть плоскости стенок расположены при значениях координат 
у Ь, скорость и направлена по осн х. а приложенное магнитное 
поле имеет постоянную индукцию которая направлена по оси у.

Поскольку г. плоскопараллельном установившемся движении все 
производные по z тождественно равны нулю, кроме ')-^uz const, го 
системы уравнений (2.8) и (2.9) в размерном виде запишутся так:

) ֊,.е— 2,, — - —<«,£■. /<'«> (3,1)
(' dx ФГ (1՝У 1'
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Здесь

(!у
е,< с,1 О'՜«» _ ։(

2>. <</= (3.2)

= ’"г, Дг =

Уравнение (2.10) дает

£1
Ог

= сопз! = £. (3.3)

Решение системы (3.1) и (3.2), как уже указывалось, не зависит от 
наведенного магнитного поля А*,.

Система дифференциальных уравнений (3.1) и (3.2) решается ме
тодом исключения.

Оёщ.ее решение есть

֊■-,2 -1-- (сд-;/* с>;Л"

с\к\- 2С.-.Л1'
/ к, ՛ к, 

2С,-^е 2С.Ле - С

Здесь С\, С-,. Ср С. произвольные постоянные, которые
должв.ы быть определены из граничных условий, /7., — число Гартмана:

н„ = (3.6)

Рассмагриийгтеч слумлй, когдп «р 1ч:.
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Мы предполагаем, что жидкость прилипает к границе при .7—7 Ь. 
тогда граничные условия для скорости и вращения частиц будут

---- - - 0, - 0 при 7 — О

а 0, ш — 0 при у = Ь (3.7)

Система уравнений (3.4) с учетом граничных условий (3.7) при
мет следующий вид:

к. ••=*;/>, к. к'։Ь, а^-У~ (3.10)
ь

Здесь п.։ =---- — /՛- ( <) ՛ —---- максимальная скорость в клас-
2 с/л

сическом течении Пуазекля. которая ДОСТИ ав-ся при у 0. .'счиепие 
3.8) переходит в клЗ£Сич&екое гечздн • I артмапа при • 0 и (3.9)

дает с" -- 0.
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Так как v, ■<., с,„ с.1 неотрицательны [1, 3. 7], то / действи
тельное число.

На фиг. 1 изображено отличие скорости от классического тече
ния Гартмана для различных значений *»,./՛' (при ' 1) при двух зна
чениях числа Гартмана (Н„ 0; /Л 50).

Ер- ЕЛЖ'ХИК ГОСуДПрсТВ։>11НЫЙ

VHHBepcim'T Поступила I II №7-1

5$

I,. 'к яьзрпиш.

ll.llbirbSf'1'ii Il'Il.'hbl'IllUill.b 1П։»1 bVM'b 11'11.1110»

II. U ։|i и ф n I il

!! 1 <։ п ■ ifli tn ։։ jt !ч( ч i il /< >/ ;w«/»ii7. ։u^‘ft ч<ч1{ tit'll >’ 11 if jin rf ftii tit if ft // ittjft iftif-

Xiuilfiu'h .'.՛n if ши in jin i if Itb i'ft. l/uitjif iltnd i>]։ l^Lljutjiinfiniinjnilt^ 'thtjitiljlt yn/iif J tub 

uttj inttni ftnttfhl, tij> i/'AJ tjinti in'll и til .’»/ nt'h I. iLljutjtin^uirittfit]inl{iijLnil> jinii ц1,щ jint if; 

C'btj H(tt(<ti '.։i>2 ■/ Il i.'h tniiitt/int՛) 11, tj nt lj hi d՛ ninljin if tt lib huiin j/th jin jun ։f‘h L ji (t. fin- 

■III! ifltb/l/t IlllAltjnjlll n^ .llllt Lilt j<Il I) lit [I IHill (1 It if.tjmijli njtttnni tn\t IjLlIjlinid ‘itjlUl 

d'llin'illll{1lil/l/l It'ilLttlllluAl 'l՝(l in in •> l/lf Hl l/ !t ju n lj П ^СП 1] tl if ihljtllljll ! ttt П1 n 111 j! III • tn 1ft
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Inupft jihrj ! til'll и ч> tjhujpp։ BbptfutA !։ Ljiljnt 1/111401 lhn >f Ll/ni иш //։/ шЛ Au/tJI n/tn- 

utL/ift tie'll Ituitutuf.n finAtinlfiub Juit/'lifiiiinl/uAt tj:u unitit! tit'll и l.ijtt 1ц ft /цЬ/царш- 

• uiljtt/ttjftj Diijiitljft ’nifif! qtrt tfur,'fin If in jnAt m fji/ in ») J at if fl'll in p iin/it/ it uih funt/jifi 

/։n tint lt/1 -

ON A PROBLEM OF ASYMMETRIC MAGNETOHYDRODYNAMICS

L. G. PETROSIAN

S и m in ary

The equations of asymmetric magnetohydrodynamics arc examined; 
the equations of continuous electrically conducting liquid of great or 
infinite electroconduclivity arc derived, the presence of coupled stresses 
in liquid, the asymmetry of stress tensor and the rotation inertia of 
liquid particles being taken into account. The general case of unim-m 
flow in the duct is discussed. The solution to the problem of one-di
mensional steady laminar flow of incompressible fluid of constant vs- 
cosit y and electroconductivity between Iwo pl me para.lt isolated 
walls in a homogeneous trans՝.՛-:sc ՛•:. / ; ii: fit-1: i- pre < it--:.
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