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РЕШЕНИЕ ::ЕСГАИИОНА։,НОЙ I ՛ АНИЧНОИ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ МАГНИТОУПРУГОЙ СРЕДЫ

В работе р осматривается решение задачи о движении магиито- 
упругой среды под действием нестационарных нагрузок.

В динамических задачах теории упругости для однородной изо
тропной среды наиболее употребительны м .паяется метод Смирнов;.- 
Соболева [1], который применен к решению ряда граничных задач 
[2,3,4,5,6,7 2 Для анизотропной упругой плоскости методом [Р ряд 
граничных задач решен в работах [8, 9]. В последнее время при реше
нии динамических задач большее распространение получил мето,, ин
тегральных преобрааояапий и сочетании г методом Випера-Хоифа 
110, 11, 12]. Следует отметить, что деформацией контура в обратном 
преобразовании Фурье можно для широкого класса задач решение, 
полученное методом интегральных преобразований, привести к эф
фективной записи решения в форме Смирнова-С оболева. Этот аппара 
применяется в настоящей работе в применении к зада ։е магнитоуиру- 
гости. Решение находится с помощью интегральных преобразовании 
с последующим применением метода Винера-Хопфа и затем ՛ неста
ционарном случае приводится к форме Смирнова-Соболева, что по 
идее близко к методу работ [13, 14].

Рассматривается задача о движении однородной изотропной маг- 
нитоупругой плоскости с разрезом, занимающим отрицательную по
луось х, на границе которого приложены произвольные нормальные 
и касательные импульсы.

Уравнения движения магнитоу пру гой среды при начально?.։ одно
родном магнитном поле Д>. перпендикулярном плоскости движения 
(с, у), имеют вид [15]

д-и ֊.. о-и * </и - . а-г
, - <г • Ь- ։а- /?-) —

Ог Ох՜ Оу- Охоу

֊֊7 (я- Ь՝\------- Ь՝ — (Г
охОу Ох" Оу

где и, V֊ компоненты вектора перемещения по осям х, у, и — а՝ - 

”■^77» р — плотность, о. Ь скорости упру։ их вол:: Для индуциро

ванного магнитного поля имеется лишь составляюшан 6 В„ {
\ Ох

+ ֊)•
3 Иянесгви Аг1 Архинской <<’1 , М՛՝-аника, V б
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Составляющие тензора магпитоупругих напряжений имеют вид

4- II

ч

~dv Г- Iи--— (о՜ /.{))—|
C/у Ох |

:1г ('֊^
ХОц ()х !

где 1у7, 11^,, составляющие тензора 
Причем в данной задаче 11,։/ — 0.

ма ксвелловских напряжен»

11усть на 
импульсы Р'\\Х 
Р''»(х I /)г-хр( 
реза. Запишем

берегах разреза имеются нормальные и 
/)ехр( /ГУ), Q< (х 4 Qexp ( i"'t) на

/’>••/!, Q''‘(x /)ехр(— А՛՛/1 на нижнем

касательцы 
верхнем 

берегу ра

Р ֊
р-‘ р-

2 2
Р' /

2

Q (/ Q Q'

2 2
О Q (/

2

Q О'

Тогда задача распадается на две задачи

тричную. причем в первой задаче заданы

.HMMCJ рнчную и 

и м пульсы Pt

֊<6 Q- Q'
-— на верхнем и Р., (}, на нижнем бррегу

рой задач։? импульсы будут - Р

нем и Qj на нижнем

5w

на верх*

ребре).

ребре).

антисимме 
Р-Р'

2

во вто*

имеют

(4)

берегу разреза. Гак как в первой задаче
՛ П,?у четная, =лу нечетная функция

ной, г>, нечетной функцией у, где и., >՛ 
симметричной задачи. Граничные условия 
вид (у = 0)

у, можно считать «։ чет- 
вектор перемещений для

симме три чной задачи

4- ։ 1 4 1

Для

'му

Р։՝-(х /)ехр( 
— Q/u- - /) exp I

V-'j 0 при

О (г- '), и։ О (г1 ’) при г 
а яги с и м м стр ич к о й за да ни

«- /) ехр(

/՛»/1 при 
при

| х- ‘- у -* 0 (условие на 
получим

/<»/) при

Qi '՛ (х — /) exp ( — /■ /) при

и -- 0 при О

и - 0{Р2), V О{Г -) при /• у՜ —*IJ (условие на
Здесь ч(г) есть дельта-функция Дирака, ■•՛ — частота, / время.
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Вначале рассмотрим вторую задачу. Полагаем

и(х, //. /) и(х,у)ехр( 7v7), ;? (х, у, t) ֊ и (х, у) схр (- /■•/) (5)

Решение задачи (1), (4). (5) будем искать в виде

где = | к՜ — /՝ . к} •• а, к - <•>./>, Д ь ) неизвестная функция, 

Функция । к՝- г- аналитична в комплексной плоскости ' с двумя 
полубесконечными разрезами вдоль действительной оси (— . к}
и (к, ՝-•), подразумевается ветвь ной функции, действительная и по
ложительная при к<^1- ՜ к, то есть положительно мнимая на верх
нем берегу левого разреза и на нижнем берегу правого разреза. Контур 
интегрирования и (6> показан на фиг. 1. Учитывая что и есть нечетная 
функция у, можем в (1) заменить одновременно у на | у и и на |п1. 
что позволяет брать решение для всех у в виде (6), причем далее 
знак модуля отброшен.

Фиг. 1.

Решение в виде (6) удовлетворяет уравнениям (Ни граничному 

условию 5,..,-II,.,, = при у 0. Остальные граничные
условия и условия на ребре определяют функцию А (>.). ! 1одставляя 
(6) г (4), имеем при у ■ 0 уравнения, которые после применения 
обратного преобразования Фурье имеют нид

Д (/) р. (Аб 2,.-) м
ЪЪ., ' 4г-./: е

и
(7)

где

dx

К1') 4/.23։^ • (к‘, '2Ру функция Рэлея, причем искомые функции

2՜ (?) и и </.) аналитичны соответственно в нижней и верхне;՛ полу
плоскости комплексного переменного >.
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Исключая из (7) приходим к следующему функциональ
ному уравнению Винера-Хопфа:

Функции Г(՛) и i k; - представим в виде

/•*(/) = F (л)Л (И. I А'? /•՛•՛= I j (9)

где функции / I ) и г (') аналитические и отличные от куля соот
ветственно в .полуплоскостях 1т/ _.и и !м ։ •у 0. Согласно выбору 
ветви функции I к, <- и контура, разделяющего нижнюю и верх

нюю полуплоскости /‘плоскости, I к, будет аналитической функ
цией в верхней полуплоскости (разрез вдоль у —0. &>'•> ),
I к}—/ я нижней полуплоскости (разрез вдоль у 0, к. /■ ).
Воспользуемся результатом цакторизации функции /՛!•՛:՛. приведенным 
в (161

1 ՛'<՝ ' I к,->
охр

ГС-) d\

НО ; ֊ •
(10)

Здесь сА,‘ корень функции Рэлея, и выбираются одновременно либо 

верхние, либо нижние знаки. Подставляя (10) и (9) в (8). получим

2^(1 ЙЪ К тЖ !ln
k'J (/А. л)А(/)

где &
f(,} - Р՝ t ц2?« (°՜1 ~2^g) /Д (/1 ?.■)

2-cq-<'?։ >2)А’('-)1 <ф֊֊'

F (О! (к., —/.)(Л, О
Л (/•( -------------------------------------

/•л 1

Для того, чтобы применить метод Винера-Xojnpa. необходимо второй 
член левой части уравнения (11) представить как сумму двух функ
ций, одна из которых аналитична в верхней полуплоскости плоскости 
/, а другая п нижней полуплоскости:
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/1(И^ж^₽(ео=/, (12)
/. /л

Допустим, что — комплексное число, тогда легко показать, что 
6(0 аналитическая функция • ъ — /- » полосе — 1т Л։ < > < 1т А-: 

и такая, что /։(- /-) \ 6,71 при -|— . причем »то неравен
ство выполняется равномерно для всех ՛ в полосе Ьп к, г : 
С Ьп А-, з. >0. : огд?. можно утверждать 110]. что при ЬпАс՜՜ 
<С - с ' < (I 1։п А,

-еперь вычислим !\ (/). Для этого применим теорему Коши в раз
резанной области -риг. 2, где разрез проведен между точками А-,.

Фиг. 2.

Отметим, что подинтегральнос выражение (13) в этой области имеет 
единственный простой полюс в точке / — /.«?. Тогда имеем

Рассмотрим предельный случай равенства (14). Когда 1т • 0. раз
рез проведен уже вдоль вещественной оси от точки Л։ до л; Счи
тая, что на верхнем берегу разреза | А։й ֊ г — — /| А- ,а на 

нижнем берегу разреза 1 к" ֊< г = / | :՛՛ к" и подставляя выраже
ние /։ (:) в (14). получим

. ,л/>х <1 / . . ‘ ‘К{
Л (0 1 ~^֊ л- — (151

г : — 1 Чг — 'А՛, 
где

;_ ^5
%(:) ՝ при А-.. <.;-С , а при

2
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[ А (А? 2:Л - 2СМ? .1I Ь7~՛ I Г К{ 
® (: I ------------------------------------------------------------------------

а А' (;) суп» Граничные значения рункции X (:) сверху на участке 
А. <՜ : . А... Из (15), (12), (11) имеем

2/г7(/1 Д)| *ГП.г-(/)^+с<.) /. (и- —-֊/го-) (16) 
\ А? ■ {'R— /)Х(>)

Так как точки к., к.., (ц нс принадлежат к нижней полуплоскости /, 
то правая часть уравнения (16) представляет собой функцию, анали
тическую в нижней полуплоскости, а левая часть того же уравнения 
функцию. аналитическую в верхней полуплоскости. П»> принципу непре
рывного продолжения можно утверждать, что левая и правая части этого 
уравнения являются аналитическими продолжениями друг друга. Оста
ется выяснить поведение определенной аким образом (рункции, анали
тической ио всей плоскости /, н бесконечно удаленной точке. Исполь
зуя теорему абелева типа [10] и условие на ребре, нетрудно показать, 
что аналитическая функция стремится к нулю на бесконечности. Тогда 
в силу теоремы Лиувилля она тождественно равна нулю во всей 
плоскости I.

Таким образом, получим

,, * и*-')Л('> • - <;)<•՛ д, {17)

) I А.֊>. ;֊/•
Л,

Из формул (17՛, (7) имеем

А ( «!%' - (18)

где 

.<,. '[/>■(*: 3/Л1 ։ а.,, _. 2/<'.чН2Х(')1
. ъ"՜ 2”рЛ27?(/) ' °՜’ 6гК(>)

2/2(.'А. жл)^(/.)| 17
а՝՝ 6-R (■/.)

Подставляя (18) н (6), получим
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[Q. (Й 2>-)
а’ 2ч.6г/?0)

,.t _

.-2) _ — 2'՜) — И I £->4- > , {։)___ /1 а< I)
֊* “ b-R\>) ’ 0,1 ~ }. "

*)-уК, 4-^m
I • 

х?՝ ij IX -у‘1т

Таким образом, получено решение второй задачи, периодическое но 
времени. Обратное преобразование ио t, соответствующее решению 
нестационарной задачи, для которой ч <4) вместо ехр ( /■՝՛() стоит
'<(/), имеет вид

Т • /• S I /V
и — (у— ( е՝ ads՝ v ֊։ е%</$ (20)

г-j/x г-/«

ГД։? S — — /֊>■■.
При применении обратного преобразования Лапласа по / введем 

вместо / переменную f •••:, s— - г'՜, где - ^> О и мало. Сущест-
- Д «0венными оказываются окрестности точек - = . для которых выра

жения в экспонентах обращаются в нуль

I--?'(:!Г) 0, (n = 1, 2, 3; т = 1, 2) (21)

причем сопряженные значения также удовлетворяют (21). Для оп
ределенности вычислим один из шести интегралов, содержащих ука
занные экспоненты

, 1 'Т р” */!”(;)
/'/ ֊— I 7а:1‘(:)е <7; (221

7— I • — гк
%

где в силу однородности произведено сокращение на •, причем в 
множителе при экспоненте в подынтегральной функции всюду поло
жено "=1, что даст новые формулы для а (:), /, 1 (;).

Пусть ■ 0.
В силу малости з, можно условно контуры по : проводить по 

действительной оси : с обходом особых точек в верхней и соответ
ственно зеижнсй полуплоскости [10].

Заменим коз-тур интегрирования оо </ ՛: <Х на контур Гз'? , 
проходящий через указанные точки ;з'?1'' в направлении 1т/г‘(3 0. 

Для этого нужно найти области постоянного знака 1т/՛ '(О- Обозна-
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чая//' (;) В, где величина /> вещественна, : - . • Лп можно убе

диться, что >1 плоскости 7,) липни /]'"(;>- а состоят из двух нет- 
Нея гиперболы

.. ■ - । • а Также из отрезков действительной оси ;.|<^а .

Пусть л‘^>0. Тогда, предполагая, что на мнимой оси 1 а ;а > 0. 
можно показать, что 1т/։'1 (<)<^0 в областях фиг. 3, где проходят дуги 

окружностей сх и с... Тогда при ՛ 0, можно заменить интегрирование 
по действительной оси на интегрирование ио П . При «и- 0 вместо с։, 
<•, берутся их дополнения до верхней и соответственно нижней полуок

ружностей, на которых 1в1/'՛ " ::1 > 0. Тогда интегрирование ио дей
ствительной оси : заменится на интегрирование во Г? в обратном 
предыдущему направлении. Весь внутренний интеграл и (22) поменяет 
знак на обратный, а решение будет таким же, как при ՛• >0. При

л- 0 точки . :։' лежат на левых ветвях гиперболы фиг. 3. Контуры 
с.. с2 заменяются симметри чными относительно начала координат, и 
решение не изменяется. Итак, при любых , х, у из (22) получим

, Г л #'։։^)
71 1/8 ՝ а'1)('|< <л 

г՛,1

(23)
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Вычисляя интеграл по $, окончательно получим

№’֊-< | о”>(;)?(/,"՛(!))</; да.

И"

Полагая вблизи точки /7 " (:) =/։'* 3 — :Г') и вычисляя ин

а^'П»") . 2_С
Г.1՞’ 2 .՝

а

теграл от дельта-функции в точках , х-*', получим

А(1) =. 2Ие 7 -- * (05\
/7’*' (<!п) ( }

При / -^г решение /7'' равно нулю. Аналогично (22) вычисляя осталь- 
а

ные интегралы и подставляя в (20). получим

м = 2 Ке/ V
2

V

о 2 Ие 7 V С1 (О
г’пГ’) 2.| л:՞՛՛■(:г'(охч

а

126)

Аналогичным образом решается первая задача, решение которой 
дается формулами

“1

՛.՛ 2
2 Ис 7 V V

»>1 - 1 п I

Л,”՛ д՞
/."“'Й”1) 2.) . '"ё,»

-- I

^с- у. у I К" (^’) 1?

՝՝ " '--17. с՛;՛■» 2/ /.։"■՛'<51"’
л 1

где %

4 /Нг ;— 2/~) /■
(/) 6-'А (>.) | л

д о (Лл’ - / ) (А՜? - 2- ՜) А 1 ■• 1 .՛ 
Ь՝К I -) | кх /

_з. 1?| - '2> -)

2^"’ , - = ‘Я&А'з1 „г.։ МГ1
^-2,.= ’

в: '7
1?! |2<2,--Л-гЯ(^-2>.»Н(^ 2'41 ՛ к.
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/.(՛; = (29)

Легко убедиться, что решение общей задачи будет записываться 
1« виде суммы полученных решений

С = м 4՜ нР 1' г’ г>։

и будет удовлетворять всем граничным условиям.
Теперь определим коэффициенты интенсивности нормальных и 

касательных напряжений Ад и Л’ц. Так как при х - ► т֊ О, у - О, 
Р/5, -г П.,,, К; I '2-х, ^гГ2-х, то из (2) можно получить

2п Ке( ՛! О

(/ I '•
приГ \

*н = 1 2~Ке( /1<£А՛) ц_

( ■ ■ ') .
при

(' с/г

где функции /, /р 1 даются фор.мулапп (1 Г: 1.15՛, (28), <291.
Первая задача при I = 0. /•*. - 0, а — а решена другим методом 

и [7', при ;?том решении совпадает с решениями (27), а при / — О, 

01 — 0, а -- и н работе [12].
Автор благодарит А. Г. Багдоева за постановку задачи и по

стоянное внимание к работе

Ереванский п- даюгкчееккй ш .ягуг 
им. X. Абовяш» Поступил։» 1.2 II 1174

II. Ъ. iril.rsi.l4lII:ИП.

1Г11.'1Ъ1՝ииЛк1И1Л'ИМ|и.ь (Г1\9Н.'1.и..:и'1՛ 2П.1Г11.1' 112 11$и.81ЧП.и.1‘ 
1)41'1131’1. 1<.1,'М'1’ 1.11НГП1'1П!

II. и* ||> ч ||| п I н

Ч’р ^ии/шн/и! I/ 4 Н три и/ )и г/Ь [1 и 1П и> ч т Лг; ш 1{ ш);

: трр ш 1՛)/шЪ улр<>и‘ :иЪ 1">1цЬрр. /'/'/' ^Ч"!1 ^1'1' !{ и։/I ш /ш ■
{(шЬ Ъчр։Пп( 11 }п]тфнц >1՛/г/ п , / ц1) Ър; {։>цАчи(р !, //Ъ и/ А 1//,ш / ^Ь.ичрп-
1ит Р рнЪЫ>{11х ч >р1 /а р I чг.!р '1./4՝1Ьр--.п-'/фг 1П1Рпц1։ ’Ьитпчн 1п(, /14!/
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A SOLUTION TO THE UNSTEADY BOUNDARY PROBLEM FOR 
MAGNETOELASTIC MEDIUM

A. N. MARTIROSIAN

S u in m a г у

The problem on motion of a homogeneous isotropic inagnctoelastic 
plane with a cut, to whose boundaries are applied certain arbitrary 
normal and tangential impulses, is considered. The solution is found by 
integral transformations with subsequent application of the Winner-Hopf 
technique and later, for the unsteady case, it is reduced to the Smirnov 
Sobolev form. The formulae for stress distribution throughout the medium 
as well as the coefficient of stress intensity are derived.
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