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К) II НОВИЧКОВ

ИЗГИБ СЛОИСТЫХ СТЕРЖНЕЙ с проскальзыванием 
МЕЖДУ слоями

Начиняя с работ, подытоженных в {!]. теория слоистых стержней, 
пластин и оболочек развивается достаточно интенсивно. В настоящее 
время имеется несколько различных подходов к исследованию поведе
ния слоистых конструкций. О современном состоянии теории .можно су
дить по обзору [2]. Практически во всех предложенных теориях нс учи
тывается возможность проскальзывания между слоями. В настоящей 
заметке дается распространение теории слоистых сред, предложенной 
в (3. 4). на случаи учета проскальзывания между слоями. В качестве 
примера рассматривается задача изгиба опертого по концам трехслой- 
иого стержня. Заметим, что к рассматриваемому вопросу примыкают 
работы, связанные с расчетом составных стержней (см., например, [о]).

1. Рассмотрим многослойный стержень длиной '21 (пластину в усло
виях цилиндрического изгиба), состоящий из чередующихся слоев раз
личной жесткости. Для простоты будем считать, что стержень по тол
щине имеет регулярную структуру и ограничен слоями повышенной 
жесткости. Жесткие слои толщины Л, согласно (3, 4], подчиняются гипо
тезам Кирхгофа-Лява. а для мягких слоев существенны поперечные-де
формации и сдвиги. При этом считается, что по толщине мягкого слоя.« 
они распределены равномерно. Уравнения равновесия можно записать
а виде
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Усилие Հք из (1.1) может быть исключено. Усилия \ . \; и
моменты ЛГ МОЖНО выразить через перемещения

\ А Ն֊-—(;г։1 .. Լ .и =о֊_ (1.2>
</Х 5 ձ**

где 1 жесткость на растяжение, В — трансверсальная жесткость. 
.9 — жесткость на изгиб соответствующих слоев.
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Если проскальзывал не отсутствует, го усилие .V.L- определяется 
ио формуле

Пт // -։ W,
h + s / dw i

2 \ dx (’..3)

где G„, — модуль сдвига материала мягкого слоя
Подстановка |1.2) и (1.3) в (1.1) после исключения ()'' приводит 

к уравнениям теории многослойных сред без проскальзывания [3. 4],
Предположим теперь, что в некоторых областях Л''к превысило 

допустимое значение. В силу принятия предположения о равномерном 
распределении деформации в мягком слое проскальзывание будет про
исходить одновременно по обеим поверхностям мягкого слоя. Рассмот
рим жесткий слой номера' а. Зоны проскальзывания на поверхностях 
этого слоя с мягкими слоями номера а и номера а—1 делят этот слои 
па ряд характерных областей. Возможны при этом области четырех ти
пов: Г*—на обеих сторонах жесткого слоя нет проскальзывания; 2°—на 
обеих сторонах имеется проскальзывание; 3°—проскальзывание есть 
только с мягким слоем номера а и 1°- проскальзывание только с мяг
ким слоем номера а—I. Выяснение характера расположения возможных 
областей проскальзывания может быть проведено путем анализа реше
ния задачи изгиба стержня заданной нагрузкой без учета проскальзы
вания и построения эпюр распределения тангенциальных усилий V.k.

В качестве критерия существования проскальзывания примем пре
вышение усилием .Vk предельного значения Л/. Если \'Л < Л7 - 
проскальзывание отсутствует. В зоне проскальзывания Л /- = \\'. При 
этом относительно Л” могут быть приняты различные предположе
ния. Простейшим является предположение, что Л’: Л', — const.
Другим предположением может служить гипотеза о пропорциональ
ном и /V, нормальному (трансверсальному) усилию Л7. то есть 
,У/=/Л'Л где f~ const. .

Для получения системы уравнений для перечисленных случаен 
2J 4' необходимо в системе (1.1) заменить для данного i Л'.,,՜1 в (пли) 
Л'к в соответствии с данным случаем значением \ .

Нуст<. х=л՜ есть граница области проскальзывания я-го жесткого 
и g-го мягкого слоен. На этой границе должны выполняться условия 
непрерывности перемещений и касательных усилий
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Пи ։п ел։ .-ты\ ггержней с п игкалышианшм между слоям.’։ =?

Знаком _֊։ “ отмечены величины, относящиеся к зоне проскаль
зывания л\>л’, „ — “ отмечены величины для области л<^л’, где 
проскальзывания нет. Первых шести условий д статочно для сты
ковки решений на границе л* = .г’, последнее служит для определе
ния границы области проскальзывания а՜’.

2. В качестве примера рассмотрим изгиб стержня, состоящего яз 
двух жестких слоев и находящегося под действием равномерной нагруз
ки р. Для каж шго слоя выполняются условия свободного опирания. 
Пусть проскальзывание отсутствует. Система (1.1), записанная в пере
мещениях. примет вил

а ц:՛"՜ _ р ( и?г _ + _ и. п«՛; -г и՛ | = 2</
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г 1е введены следующие безразмерные величины:
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о Рс - ;2^/ = —> Ч--Л/С, А = 1 с

Штрихи в (2.1) означают производные по На 
выполняться условия

краях стержня должны

Ц”, = - Г1 = ид = 6՛; = и՛ --֊■ II при к = ± А (2.3>

Введение новых переменных

V = £(Г, - №.), »" = у ( »։ - №,1

* . ’ (2.4>
« = 1((У։—4/,), «°=Д-(Ц + Ц)

приводит к уравнениям

а»1՝'1 — 27. (п' •+- •£»") = <у, и'՝ ( 2/ (м 4- и./) о (2.5)

и6" = 0, 4- 2б®։ = ֊ // (2.6)

и условиям

к՛ _ ю՝' — то =‘7с " — п' = и ' — 0 при ;= I- (2.7) 
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l-'i-il.u ;ас (2.6), удовлетворяющее (2.7) и условию отсутствия смешения 
ка։> /Местного целого, будет

q | _ ch // cos ch 3; cos 3: г >1: '11. sin $L sh '1: sin /•
'2b I ch - cos՜ 3/. 4- sh-₽£ sin2 p£

(2.3)
и = 0. 2?' = b/a

Общее решение (2.5) записывается в виде

ЭД — Cj COS --- С..;՝ Сл 4- ЭДГ

(2.9)
11 — — Cla-, sin 7; — 2Cc;

Параметр у и частное решение (2.5). входящее в (2.9). определяются 
следуюшим образом:

Удовлетворяя условиям (2.7). найдем

с ________ 9_________ Сл _ Q_______ I .. 4- 2д ֊ t
2y4uz -l)flcosy£. '՛ 2 (a bl) I 2 ' 47. («4-I)

(2.И)
c = 5

24 а -Г I 47.(а - l)2 472(a—1)՛'

Полученные решения позволяют определить распределение сдвиго
вых и нормальных усилии вдоль стержня. С учетом (1.2) и (1.3) а 
обозначений (2.2) получим для безразмерных усилий

Л'г..«« I к՛՜. * Л’г-=£г£'э (2.12)

Зависимость усилия Л\Гг для стержня, характеризуемого парамет
рами <т=1/!2, х=0.0()675, £=100 представлена на фиг. I Различными 
цифрами 1—3 отмечены кривые, соответствующие различным значе
ниям нагрузки ({.

Возьмем в качестве критерия отсугствия проскальзывания условие

Величину нагрузки q, соответствующую достижению max Л,, значе
ния Л\ обозначим q . i la фиг. 1 этой нагрузке соответствует кривая, 
отмеченная цифрой 2. Цифрой 1 отмечена кривая для q<iq., и циф
рой 3 - для </ > q...y.
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Исходя из решения задачи об изгибе без учета проскальзывав 
ния. найдем, что область проскальзывания при будет распо
лагаться у краев стержня ;‘<С1-|՝СЛ где 5՛ — граница области про
скальзывания, подлежащая определению. В данном случае можно 
ограничиться только рассмотрением и и -до. Для зоны |«|<3* 1{ и 
■до- удовлетворяют (2.5), а для имеем

адо41 у = 7, и+" 4- 2’Х№ = о (2.13)

Решением (2.13), удовлетворяющим условиям опирания (2.7) при 
; = ±Ь, будет

•до* = ~ 9:. 4 В. (; " + В.. (I - /.)
24а 1 6

(2.14)
а* •= —27.4 ~ 4֊ В3

2
Константы С։, С... С4. В2, В3 и координату ;* находим из семи
условий (1.4). Для определения ;* шТлууим

= ֊ (2-15)

где /VО = У-+֊^7О+1)

= ±+(Л-Г)^_. ,7^1
27. 6 \ 4Х а / 

(Д-'Л)2!’ 
" 4/. (7 +
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Зависимость величины зоны проскальзывания от <?/Л\ показана 
на фиг. 2. При проскальзывании происходит перераспределение напря
жений в слоях. Это перераспределение определяется полученным реше
ние.՝.!. На фиг. 1 приведен характер изменения зависимости А՛'^ (кри
вая 3) при учете проскальзывания (кривая 4). В результате решения 
данной задачи определяется также и распределение перемещений м и и՛ 
по длине стержня (фиг. 3). Штриховыми линиями отмочены границы

зон проскальзывания для данных серий кривых, построенных при раз
личных значениях параметра /. Цифрой I отмечены кривые, соответ
ствующие ’/= 10՜‘’»цифрой 2 —X—0.00675 и цифрой 3—7=10՜'. Исполь
зуя полученные зависимости, можно определить в каждом случае ве
личину относительного проскальзывания.

Московский Ордена .Пенина
энергетический институт Поступила 6X11 1972

3111՛. Ն. ՆՈՎԻ2ԿՈՎ

ՇԵՐՏԱՎՈՐ ՋՈՎԵՐԻ ԾԴՈԻՄՕ ՇԵՐՏԵՐԻ ԱԻՋԵՎ ՈԱձՐԻ ԱՈԵԱՅՈԻԹՅԱՄՐ

Ա. ս՜ փ п փ и ւ մ

հադմ ւսչերա ձողերի եռման խնդրի օրինակի վրա սւրվում Լ Վ. Վ. Աոլո՝ 
տինի ջերաավոր միջավայրերի տեսության տուրածում ր այն դեպքում Լրր 
Հաչվի է առնվում սահքր շերտերի միջև։ Մանրամասն դիտարկվեք է եռաշերտ 
ձււդի ծռում ր նավյեյի եդրտյին պա յմ անների մ ամանակ: Այդ դեպքի Համար 
էէ/ւոշվեք են շերտերի միմյանց վրայով սահքի, Հի դեր ի րաչխման ե տեղա
փոխումների միջակա յքերր։
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THE BENDING OF LAMINATED REAMS WITH 
SLIP BETWEEN LAYERS

Yu. N. NOVICHKOV

Summary

In the paper Bolotin’s theory of laminated media is extended hr 
the case of possible slip between layers. Varlons criteria of slip are dis
cussed. The bending of a freely supported sandwich beam is chosen to 
demonstrate the application of the above theory The distribution of 
forces and displacements Is also found
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